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修订本说明 


本书第一版只假定读者有中等数学知识；修订本假定了读者 
学过我 国髙等 学校的“髙等代数”课程.但在修订本的前四章中， 
除极个別的例子和习题外，并没有用到 a 髙等代数”的知识.所以 
没有学过高等代数的读者，读前四窣还是没有什么困难的. 


第一版对于“域”写得较少，所以修订本增加了关于“扩域”的 
第五章.第-版有加了*号的“规则的等价关系”和“矩阵坏"两 
节.前者内容比较抽象..有些超出这样一本篇幅小的书的限度;后 
者内容已见“髙等代数 ' 所以修订本删去了这两节 4 除此以外， 
对于原有四章只做了不大的变动，主要是参照中国科学院编订的 


<数学名词》以及近年来的惯例，改动了某些名词和符号. 
修 Vf 本的不妥之处，希望读者多提宝贵意见. 


我的同事张益敏同志在修 iT 本的抄写和校对方面帮了我的 
忙，我惜此机会表示谢意. 


张禾瑞 

北京师范大学，一九七八年，三月, 



第一版序 

(一） 本书根据 1£« 47 — 狀， I 949 一 50 在北京大学教近世代数的 
材料编成. 

(二） 本书内容依据中央人民政府教育部1951课改草案，只介 
绍近世代数的初步理论同基本方法. 

(三） 本书如用作教本，讲授所需时间也符合上述草案的规 
定. 

(四） 我国数学著作多半用文 a 文.本书不汉用语体文，并且 
尽可能用接近 S 语的语体文.这是作者的一个尝试.效果究竟如 
何,希望读者加以批评. 

OL ) 本书只假定渎者有中等数学知识. 

(六） 作者对干材料的选择，分布与处理，都曾加以特殊的注 
意.希窀因此可以使初学者对干理论易于了解，对于方法易于掌 
提，在最短时间内得到阅读近世代数方面较深 书籍或 文献的能力. 

(七） 本书差不多在钿一章节开始都有一段小引，说明各该章 
节在全书里的地位.这些小引能够帮助读者得到对于本书的全面 
了解. 

(八） 本书的例同习题都占极重要的 地位; 读者对千例不可忽 
略，对 f 习题越多做越好. 

(九） 本书访-章是全书的基础，读者必须特别加以注意，细 
心反复阅读.这一章的内容虽然比较抽象，由千所包含的实例相 
当多，据经验一般大学生都能接受. 

(十）本书的加*的正文和习题初学者可以略去 4 
IV 



(十 一）本书谈到前面定理，若是只说明定理数目，指的是本 
节的定理，若是加有其他数目，指的是其他章节的定理.如31，3,定 
理1指的是第二章第三节的定理 1. 

(十二）本书用符号表明由』可以得 if , 2 0 五表 
明由 d 可以得見由 S 可以得成 

(十三）本书材料多取自各国在这一方面的标准著作，书名我 
不在这里一一列举了. 

(十四）孙树本教授曾试教本书初稿，魏执权同志在本书的文 
字方面提了很多宝贵的意见，施惟枢同志在本书的抄写校对方面 
帮了我很大的忙，我在这里谢谢他们. 

张禾瑞 

北京大学，一九五二年，一月. 
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第一章基本概念 


在普通代数里，我们汁算的对象是数， Lh 算的方法是加、减、乘、 
除.数学渐渐进步，我们发现，忖以对+若干不是数的事物，用类 
似普 通讣算 的方法来加以 L 十算.这种例子我们在高等代数里已经 
看到很多，例如对于向量、矩阵、线性变换等就都可以进行运算. 
近肚代数(或抽象代数）的主要内容就是研究所谓代数系统，即带 
有运总的集合.近世代数在数学的其他分支和自然科学的许多部 
门里都有袁耍的成用.最近二 h 多年来，它的一些成果更被直接 
应用 T 某些新兴的技术. 

我们在髙 等代数 里巳初步接触到的群、环、域是三个最基本 
的代数系统，在木 书茕我 D # 对这三个代数系统做略进一步的介 
绍. 

在这一章里，我们先把常耍用到的基本概念介绍一下.这些 
基木概念中的某一些，例如集合和映射，在髙等代数里已经出现 
过，但为 r 完整起见，我们不得不有所重复. 

§ i .集 合 

茗干个 （冇限或无限多个）固定事物的全体叫做一个集合（简 
称 集）. 

组成•个集合的事物叫做这个集合的元素（有时简称元 )• 

关千集合，我们常用到儿个名词和符号，现在把它们说明一下. 

首先我 m 要规定空集合这一个概念. 

定义一个没有元素的集合叫做空 集合. 

空集合好象没有什么意义，但我们的确有用得到这个概念的 


地方.这一点我们不久就会看到. 

元素我们一般用小写拉丁字母〜&,<；，…来表示，集合用大写 
拉丁字母4 B ，。， …来表示. 一 个集合4若是由元素 c， …作 
成的，我们用符号 

A = { a f b t c ,^"} 

上- ■ - 

来表不 ， 

若 a 是集合乂的一个元素，我们说， a 属于4,或是说，3包含 
a， 用符号 

a € A 或是 A^a 

来表示. 

若 a 不是集合 d 的元素，我们说， e * 不属于或是说,4不包 
含《，用符号 

或是 A^a 

来表示. 

定义若集合 B 的每一个元都属十集合土我们说 ，万是 d 的 
子集；不然的话，我们说,£不是3的子集. 

B 是4的子集，我们说 ，万 属于4,或是说包含5,用符号 

BdA 或是 A=)B 

来表示 . 5不是」的子集，我们说，召不属子』，或是说，4不包含 
圪用符号 

或是 A^>B 

来 表示. 

注意： 空集合被认为是任何集合的子集. 

定义若集合 S 是集合4的子集，而 ii 至少有一个4的元不 
属于尽我们就说 ，石是 4的真 子集； 不然的话，我们说， B 不是 d 的 
真子集. 

若集合4和集合 B 所包含的元完全一样，那么4和丑表示的 



; 是同一集合，这时我们说， 4 等于尽用符号 

A = B 

来表示.证然 

A^B^^ACZB.BdA 

—个元 a 若同时属千4和 J 5 两个集合，我们说，《是4和万的 
共 N 元. 

定义集合4和集合£的所有共同元所组成的集合叫做4和 
B 的交集. 

A 和£的交集我们用符号 

A[\B 

来表示. 

例 1 ^-{1,2,3},,6 = {2,5,6>.那么 

AViB ^{ 2 ) 

4= U ^,3}, B -{4,5,6 V 那么 

= 空集合 

这里，我们看到空集合这个槪念的用处. 

走义 由至少属于集合 ^和 B 之- ： 的 一切元素组成的集合叫 
撖 d 和 B 的并集. 一 ^ 

j 和 J 3 的并集我们用符号 

AUB 

来表不. 

供2 ^ = (1,2,3),£-{2,4,6}* 那么 

u # 2,3,4,6> 

A[]B^{U2,3,4 f 5,G} 

两个以上的集合禹…的交集、并集的定义和上面完全类 


似. 


定义 令&為 ，…，义是 n 个集合.由一切从山，决，…，次爨 t 

瓶序 取出的元素组(《』，〜，"•，〜） u ; ) 所做成的集合叫故集舍 

^2} … ，儿的积，记成 

A x x A 2 x *" x A n 

习 题 

1. B 口牟但 J ? 不是 X 的真子集，这个情况什么时候才能出现？/卩 g 
2 ‘ 假定 A{\B^p A\]B^ 

§ 2-映 射 

在高等代数里已经看到映射这一概念的重荽性.现在我们给 
出这一概念的一个比较一般的定义. 

我们看 W 个集合為，… ，疋 和另外一个集合 
定义假如通过一个法则对于任何二个 … X 土 
的元 ( A ， a 2 , …，)，都能得到一4 _元 rf ， 那么达 
个法则必叫做集合咸 X 或 X … X 糸到集合 V "的一^ 映射；元忒叫 
做元(〜，〜，在映射必之下的象；元 …,〜）叫做元忒 

在彡下的一个逆象. 

一 个映射我们常用以下符号来插写， 

<h («i ， a 2 , …， D - ^d = ^(a ly a 2y … ， a.) 

这里 j 代表所给的法则，也就是听给的映射； 

(ai,a 2 ^ … ，久） - 

s 

表示0替(<*1，(*2,…，这个元规定的象是由至干 < Kai ， ct 2i …， aj 
只是一个符号，就是说，我们有时把 d 这个元写成 …， a ). 
但这个符号也不是毫无意义的.这个符号暗示，是把4应用到 
0^，0 2 ,…，久)上所得的结果. 

在以上的定义中，有几点应该特别加以注意，我们用下面的几 


个例来说明一下. 

例1 a 1 = a 2 - -=乩=/? 二所 有实数作成的集合. 

0： ( a lt a 3> -= …， a ,) ' 

是一个為 X 戌 X … X 成到 i ? 的映射.这里，戽和 D 都是相同的集 
合，但这没冇什么关系，因为映射的定义并没有说， 

D 这几个集合中不许有相同的. 

例2木= ( 东，西），為= ( 南 h = { 高 ，低夂 
0!： (西，南)一>髙=0 〖（西 ，南） 

不是一个為 x 為到 D 的映射.因为，这个 A 只替(西，南）这一个 
元规定了-个象；但我 n 从牵 x 為里还可以取出另一个元来，就 
是(东，南)，替这一个元，心并没有规定什么象.这和定义中一个 
映射必须替每一个元规定一个象的要求不合. 

假如 心是如 下的一个法則 
4>2\ (西，南)一>高，（东，南） 一 >低 

那么 a 是一个本 xA 2 mo 的映射. 

在例1里，4=禹=…二兔.对于那里的映射4来说， a 的次 
序没有什么关系，比方说，必也是山 X 斗 X … X 忐到 D 的映射.但 
对例2里的映射一来说，為和决的次序不能变动， A 不是一个 
A 2 ^ A i 到 D 的映射. 因为心 只替(西，南)和(东，南）各规定了一 
个象，但并没有替（南，西）和（南，东)规定什么象， 

例 3 A V = D ^ 所衧实数作成的集合. 

4>： a —— > o , 若是 a=^l 

1—>&， 这里6 2 =1 

不是一个或 到及的 映射.因为，这个4固然替每一个不等于1 

的《规定了一个唯一的象；但通 j 们不 

还是一 1，这躭是说4没有与定义不 

■ ■ _ _〆■ ■■_!■_ 

合的， 

^-- 



例 4 4=0 =所有正整数作成的集合， 

a - >a — l 

不足一个4, 到乃的 映射.闶为这个0固然替每一个 a 辛1规定了 
—个唯一的值 a — 1;但当 nl 的时候， a — 1^?:这是与定义不合 

的. 

总括起来说，我们对于映射的定义应当注意以下几点： 

1. 集£^卓可能有同的； 

2. 一 般，為，4…，4 ^这縻不態掉 

3. 映射4 一定 要替每一个 元 

4. 一 个元 Oi，a a ， …， 二士唯一的象; 

5. ^― ' 

给了集合 A { , A 2i ^ t A nf D , 一般来说，有各种不同的法则可以 

特每-个元 (A，a 2 , … ，〜)规定一个象.有时两个法則虽然不同， 

但它们替每一个元所规定的象却永远相同. 

定义我们说，浼^本乂…乂土到心的两个映射士和士是 

相同的，假如对于任何 * 个元…, a rt ) 来说， 

峰 i(a】，a 2 , .”， a rt ) = ^ 2 (Oi # a 2 , ***,o«) 

我们听以这样规定的原因是，两个映射本身是不是榷同对于 
我们并不重要，重要的是它们的是 
例 5』=0 =所有正整数 

4>ii a - >l = ^i(a) 

必2: - >fj n — ^2(°) 

这里替毎-个 a 规定象的法则，换-句话说， 我们的 映射，本身并 
不相同.佴照我们的定义这两个映 M 是相冏的. 

习 m 

i ^ 

L 砬={1，2, 3,…，1001找一个 AX 4 到 A 的眹 射. 

以 /h — | 


6 



2 -在你为习盥1庚找到的映射之下，是不是4的每一个元都是 4 x 4 


的一个元的象 T 




§3. 代数运算 

在本章开头已经说过，我们要研究带有运算的集合+现在我 
们利用映射的槪念，来定义代数运算这一个槪念.我 ri 看阐个集 
合次,万和另一个集合从 

定义一个 dx 占 到厶的映射叫做一个 dxS 到 Z > 的代数运 

算. 

按照我们的定义， 一 个代数运算只是一种特殊的映射.在一 
般映射的定义里， - 方面有个集合…， l n 出现，另一方面 
有一个集合出现，这里 ft 可以是任何正整数.假如我们有一个特 
殊的映射，它一方面只和两个 集合咸 另一方面和一个集合|>发 
生关系，就把它叫做一个代数运算.让我们看一看，为什么把这样 
的一个特殊映射叫橄代数运算.假定我们有一个 4 x 5 到 Z ? 的代 
数运算，按撺定义，给了一个羔的任意元 a 和一个 S 的任意元6, 
就可以通过这个代数运算，得到一个 i ? 的元 rf . 我们也可以说，所 
给代数运算能够对《和&进行运算，而得到一个结果 A 这正是普 
通的计算法的特征,比方说，普通加法也不过是能够把任意两个数 
加起来，而得到另一个数. 

代数运算既是-种特殊的映射，描写它的符号，也4以特殊一 
点.一个代数运算我们出。来表示，用以前的符号，就可以写 

o * ( a r &) - K ? = o ( a ，&) 

我 n 说过，全是一个符号,现在为方便起见，不写七办)， 

而写这样，我们描写代数运算的符号，就变成 
o ； {a t b)~>d~a^b 

我们举几个例. 



例 1 所有整数}, 所有不等于零的整数 


={所 有有理 数). 

°： ( a , b )—^> ^ 


aob 


是一个 d xi # 到 D 的代数运算，也就是普通的除法+ 

例2 令 r 是数域 f t ： —个向量空间.那么 f 的数与 f 的向 

量间的乘法是 -- 个 Pxy 到 y 的代数运算. 

例3 4 = {1}，£={2)，£»={奇，偶 K 

□ ： (1,2) ^> 奇 = lc2 


是一个 JxB 到的代数 运算， 

例4 ^ = {1,2}, (1,2), H 奇，偶 }. 

O ： ( U )— +奇， (2,2) ^>奇 

;,<1，2)—— >奇， (2,1) ―>偶 

是一个4 到 Z > 的代数运算. 

注意：般映射的情形一样，当的时候的次序 
对子一个 AxB 到£»的代数运算来说没有什么关系个 d x 5 到 
D 的代数运算也是一个召到 Z ? 的代数运算.但 J 和召 的次序 

可以掉换并不是说，对干4的任意元 A S 的任意元 6 T 有 

aob-boa 


因为』和 S 的次序可以掉换只是说，和都有意义，井不是 
^aob = bna . 比方说，例4的丄 ii 就是相等的集合，但 

1。 2:奇 

2。 1:偶 

在』和方都是有限集合的时候，一个 3 x 5 到 Z » 的代数运算, 
我们常用一个表，叫做运算表来说明.假定3有《个元 
B 有 m 个元&1， 

°: (〜&:)- ， 

是所给的代数运算.我们先画一垂线_在达 垂线上端画一向右的 



横线.把4的元兩，…，\依次写在垂线的左边，粑 B 的元卜， 
…，依次写在横线的上边，然后把对〜 和卜 进行运算后所得 
结果写汴从1右行的横线和 从匕. 下行的垂线的交 点上： 

b 、 b 2 … b 功 

A 
«2 


比方说，例 4 的代数运算的运算表是 

1 2 
S 

1 舒奇 

2 i 偶奇 

I 

用运算表来说明一个代数运算，常比用箭头或用等式的方法省事, 
并且清楚. 

dx 万到 /?的一般代数运算用到的时候比较少.最常用的代 
数运算是 4 x 4 到4的代数运算.在这样的一个代数运算之下, 
可以对4的任意两个元加以运算，而且所得结果还是在4里面。 
所以我们有 

定义假如 o 是一个 4 X 4 到4的代数运算，我们就说,集合 d 
对于代数运算◦来说是闭的，也说,。是4的代数运算或二元运算. 

习 « 

1- / = { 所有不等于零的偶数}.找一个集合 D , 使得普通除法是 Axi 
到2?的代数运算.是不是找得到一个以上的这样的 i?i 
2* Z = 规定 X 的两个不同的代数运算. 




§ 4 , 结合律 

从上一节的3, 4两例，我们可以看出 ，一 个代数运算是可以相 
当任意规定的，并不一定有多大意义.假如我们任意取几个集合， 
任意给它们规定几个代数运算，我们很难希望，可以由此算出什么 
好的结果来.所以以 卜将 遇到的 R 数运算都适合某些从劣际中来 
的规律. 常阽 的这种规律的 m + —个，就是结合律. 

我们看-*个集合為一个到4的代数运算 a 
在4里任盘取出三个元 a， &， c 来，假如我们写下符号 

a )bc>c 

那么这个符号没有什么意义，因为代数运算只能对两个元进行运 
算.但是我们可以先对 G 和&进行运算，而得到因为 o 是 
焱 X j 到 d 的代数运算， aobe4 t 所以我们又可以把这个元同 C 来 
进行运算，而得到一个结果.这样得来的结果，普通用加括号的方 
法来表示，所用的步骤也就叫做加恬号的步骤.由上面所描写的 
步骤得来的结果，用加括兮的 7/ 法写出朵，就是 

(a^b)^c 

但我们还有另外-种加括号的步骤，它的结果用加括号的方法写 
出来是 

a ^( boo ) 

在一般情形之下，由这两个不冏的步骤所得的结果也未必相同. 
我们举-个例. 

例』=(所有整数).代数运算是酋通减法.那么 

(o — &) —c^a—{b — c), 除非 c=0 

现在我 O 下一个 

定义我们说， 一 个集合 A 的代数运算。适合结含律,假对 

于 d 的任何三个元 a,& ， c 来说，都有 、 

| _ 
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(ao&)oc =oo(&oc) 

(注奩：不一定是不相同的元 +) 

让我们看一看，结合律有什么作用， 

在 4里任意取出 n 个元叫，，…，《„来，假如我们写下符号 

… oa n 

这个符号当然也没有意义.但是假如我们用一个加括号的步骤， 
当然也会得到一个结果.加括号的步骤自然不止一种，但因为 H 
是一个有限整数，这种步骤的个数总是一个有限整数.假定它是 
N ， 我们把由这 JV 个步骤所得的结果用 

l (aioa 2 o*"oa Ji ) , …， jr A (ai 0 a2 0， ** 0 ^») 

来表示*比方说，在上面《 = 3的时候， iV = 2, 我们就可以叫 

x liaoboc} = (ao&)oc , Jt 2 {aoboc') —oo(&oc) 

这样得来的 Y 个◦… o 0 J 当然未必相等，但是它们也可能 
都相等.我们 规定： 

萣义假如对于4的 N («>2)个固定的元来说， 

所有的… o an ) 都相等，我们就把由这些步骤可以得詞的 
唯一的结果，用 a v oa ^^ oa n 来表示. 

現在我们证钥 

定 M 假如一个集含4的代数运算 o 适合结合律，那么对于 
A 的任意 w(rt>2) 个元 a lr a 2 , …， a n 来说，所有的 jr(aioa 2 o … oi) 

都相等；因此符号力㈤…… oa, 也就总有意义. 

证明 用数学归纳法 . 

我们知道，若是只看两个或三个元，定理是对的. 

假定，若是元的个数 Sn — 1，定理是对的.我们说，在这个假 
定之下，对于一个任意的 WAoap—ofO 乘说 
( 1 ) ^(aroa ? c*^oa H ) —a L o(a2^a^o^*oa n ) 

这一步能够证明，我们的定理也就证明了. 



这一个是经过一种加栝号的歩骤所得来的结 
果，这个步骤的最后一步总是对两个元进行 运算： 

jr(a { oa20—oa n )~biob 2 

这里是前面的若干个，假定是 i 个元％,七，经过…个加 
括号的步骤所得的结果彳 2 是其佘的个元化 m « i+2 ，… ，心经 
过一个加括号的步骤所得的结果.因为 i 和都—: U 由归 
纳法的假定， 

=«| 叩 2 。 … 。 A, …。 …。〜 

jr ( a 1 on 2 o *^ Q 3 s w ) = 

假如 i = i 那么上式就是 （ n 式，我们用不着再证明什么.假定 
£> i ， 那么 

n (〜。1^◦… oa K ) =… 

= ct_c[(fi 2 o-*oii,)o{a i _ j . 1 oai^20^-oa w )l 


- ayo ^ oa ^^ oa ,,') 


即 （1) 式仍然成立.证完. 


m 于这个定理，假如结合律成立，我们就随时都可以应用 
…这个符号，这对于我们当然是一件极方便的亊.结合 
律的重要也就在此， 
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C 、 



C 



习 


題 


C*- 


• 彳所有不等 -_ r 零的文数} . o 是普通 除法： rt o 6= f + 这个代数运算 


. V 适合不 适合绡 合律: 



2. A = 


<所有实数}心 


■ g \ c 、 


■ V ) 




UL 


( a . b ) 


■>a + 2 b = aOb 


i }. 




这个代数运算适合不适旮结合律？ 乂 
3- c }. 由表 










c 


\ 
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所绐的代数运算适合不适合结合梯？ ^ 


§5. 交换律 


一个代数运算常适合另一个规律，就是交换律. 

我们知道，在一个到乃的代数运算 D 之下，未必等 
Tboa . 仉是凑巧 a # 也可以绰干 

定义我们说， 个 到 D 的代数运算。适合交换律，假 
如对于」的任何两个元 a , b 来说 t 都有 

acjb -boa 

我们有一个与上节的定理类似的 

定理假如-个集合4的代数运算 o 同时适合结合律与交换 
律> 那么在… ni 里，元的次序可以掉换. 

证明我们用归纳法. 

当我 们只看 一 个成两个允的时候，定理是对的. 

假定，当允的个数： ^-1 时，定理成立.在这个假定之下，我 
们证明，若是把 A 的次序任意颠倒一下,而作成一个 


ad 。"，,、 

这里 h ， M …， i „ 还娃 I ， 2 ,…， w 这 re 个整数，不过次序不同，那么 

屮立有一个等干\假定是 i 那么，由子结合律.交 
换律以及归纳法假 

a ti Ga iz o -^ o ai ^ 

k < a “。…。 a it ,) o [( a … ] 。…。 a 、) oa n ] 
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[(卩“。 …。〜一 ） Q(a 〜 


O 


O 0、>] O 0 


= a t ca 2 o … _ 证完 

我们普通所习知的重要代数运算，都是适合交换律的.以后 
要碰到 一 些不适合交换律的代数运算.那时我们会感觉到，计算起 
来非常不方便.所以交换律 lil 足一个极重要的规律. 


习 超 

1. 所柯实数}. o 是普通减法： w b t a — bi 这个代数运算适灸不 
适合交换律？ 、 

2 - ^1^ &, c , d }^ 山表 

I 

I 

\ a b c d 

I 

a \ a h r f d 

I 

h h d (i c 

r r 

d d 

所给的代数运兑适合不适合交換汴？ 

§ 6.分配律 

结合怵和交换律 都只同 1 神代数迖算发生关系.现在要讨论 
同两补代数运算发生关系的 种 规律，就是分配律.我 n 看两种 
代数运算~和 ㊉ ： 

O 是一个 BxA 到/ I 的代数运算， 

㊉ 是一个4的代数运算， 

那么，財干任盘的 s 的6和 j 的 ai ，七 来说， 

都有意义，都是3的元.但这两个元未必相等. 

定义我们说，代数运算0 ，㊉ 适合第一+分配律，假如#子 
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B 的任何&， 4 的任何〜来说，都有 _ 

例假如 b 和2都是全体实数的集合 ，(_) 和®就是普通的乘 
法和加法，那么上式就变成 

6(^l HA) - (ba { ) \- (ba 2 ) 

所以分配律并不是什么竒怪的规则. 

现在我 ffU 正明 

定理1 假如㊉3^合结合律，而且 ® ，㊉适合第一分配律，那 
么对于 B 的任何 b t A 的任何 a u a 2 f "' ) ct a 来说， 

证明我们用归纳法.当《=1，2的时候，定理是对的.假 
定 3 当，…的个数只有《 — 1个的时候，定理是对的，现在我们 
看有 》个1 时的情形.这时 

㊉ … ㊉ ( O ' fe 0 [(ot ㊉ …@ q H -0@ a n l 

0»)(^*.©(6(^)£0 证完 

以上是说的第一个分配律.第二个分配律 H 第一个完全类 
似.我们看两个代数运算： 

it ) 是一个 4 X 方到 4 的代数运算， 

㊉ 是一个4的代数运算， 

那么 （A @ a a )0 & 和(:」 6 ) ㊉ Os ®6) 

都有意义. 

定义我们说，代数运算 ®，@ 适合第二个分配律，假如，对于 
B 的任何&, 2的任何 a, , a 3 来说，都有 

(<»1 ㊉ a 2 )(—)6 = (A (^&)@( a 2 

同以上—样，我们有 
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定理 2 假如@适合结合律，而且0，@适合第二分配律，那 
么对子£的任何 b , A 的任何 ax , a 29 …，来说， 

④…二（〜帥) ㊉ … 

分配律的重要性在于它们能叫两种代数运算中有一种联系. 

习 m 

误定足4的两个代数运算，件适合结合律，0, ㊉ 适合两个分 
妃律.证明 

( (^丄©% ) ㊉ ( a 2 06 丄 ）㊉ 

―(%©心 ■) ㊉ ( a 丄 0 d 2 ) ㊉ (1©&2) 

§7. ——映射、变换 

以上讨论了代数运算和代数运算常会满足的几个规律.这些 
讨论都是普通代数里习见的东西的推广和加深.以下常要把两个 
集合 j 和; i 加以比较，因此需耍进一步研究 Z 到 j 的映射. 

先看两个例子. 

例 1 (1，2,3，夂5)，那么 

♦ : 1—->2， 3——>6， 4——^2， 5——— 2 

是一个3到2的映射. 

例 2 』= U ，2,3, …），奇，偶 }. 那么 

1,3, 5,-+ 办； 2, 4 ? 6,->偁 

是一个3到〗的映財. 

在例1里，2的 X 8不及 X 的仟何元的象，而在例 2 里，3的 

两个元却都是 j 屮某些元的象. 

定义若是在一个集合 A 到集合3的映射0下，2的每一个 



—般 * 在一不 M 到 i 的映射之下，』里的若干个不同的元在^ 
里有一个相同的象，比方说在例2里，』的不同的元1，3, •“在 J 
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里的象都是奇，乂的不同的元2,4,…在 1 里的象都是偶 ■ 

但在一个乂到3的映射之下，可能 Z 里的不同的元在 亙里的 


象也不相同. 


定义 


个乂到3的映射 


<h 


a 




叫做一个X到3的单射，假如 


a 


石中 





个既星 



射的映射特別重要. 


定义假如 一个集 


到集合4的映射必既是满射又是单 



,那么4叫做一个 j v J 间的 一一 映射 



在一个4与2间的 


▲ 丄 


映射之下，4的每一个元都是而且只 


是 d 里面一个元的象.我们举一个例. 

例3 4= U ，2,3，."}， 豆 ={2,4,6,… V 那么， 


1 -> 2 , 2 ——^ 4 ,… 

是一个 z 与 s 间的一一映射. 

一一'映射有以下的電要 性质： 

定理一个 d 与 j 间的——■映射必带来一个 通常用办厂 1 表示 
的 i 与4间的一一映 

~证明首先我们利用必来作一个3到4的映射04,这就是 
说，我们利用4来替 Z 的每一个元5规定一个唯一的在 A 里面的 


象+我们规定， 

♦ -、‘ 假如 a ^^( a ) 

由于_是乂与3 间的- 一映射，给 r i 的一个任意的氐有而且只 
有一个4的 a 能够满足条件 ^(a) =«,这就是说，给了 3的-•个任 
意的5，由于规則分― 1 ，我们能而乱只能得到一个 a 的 l 这样， 
多 1 是一个冱到 A 的映射. 

现在我们证明是亙与3间的 一一 映射. 


U< 
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( i ) 是 J 到 J 的满射，换一旬话说，在之下，』的售 
一元 a 都是 j 的某一元的象.因为，给了乂的一个任意元〜一定 
有一个2的元&满足条件 <(«). 这样， 

这个石 一 >给的 a 

( ii ) a ^ b =^^~ l { a )^^~ l { h } 

因为，由4— 1 的定义， 

0 : ^ -1 ( a ) - >a 

沴， i ( 占)_ 

若是， 〗 （幻二那么茂和6是同一个元在办之下的象，因 
而5=5,与假定冲突.证完 . C 1 

这样4和正象作用力和反作用力一样，永远同时存在. 
因此，一个4与 J 间的一一映射4我们也常用符号 


0： ( i<—>a 

来表示，这里，向右的箭头表示必的作用，向左的箭头却表示 
的作用，不过我们没有把明写出来罢了.由于同一理由，对于 
—个一一映射^来说， j 与 J 的次序所占的地位不太重要，因此， 
我们把 々叫做 4与2间的一一映射. 

注惫：假如3与 S 间有一个一一'映紂存在，而 d 是有限枭 食, 
那么显然 S 也是有限集合,而且4与 S 所包含的元一样多,因此， 
一^个有隅身合与它的一个真子集间不能有——映射存在 .怛当4 
与 i 是无限集合的时候,情形完全不同，上面例 3 里的4与3间有 
一个一一映射存在， 玎是 2的确是乂的真子集. 

结尾我们还要规定几个名词.在一个映射里出现的和 J 当 
然可以是相同的集合. 


定义 


个乂到 4的映射叫做 Z 的一个变换. 


—个4到/的满射、单射或3与 A 间的一一映射詞撇4的一 


个满射变换、单射变换或__变換. 



T 


变换，尤其是一 ，换， 也是近世代数里极重要的槪念, 

例4 所有实数\ 

r ： x - > e x 

是 d 的一个单射变换. 

例 5 _4 = {所存整数). 


r ； 



假如 a 是偶数 


a ——假如 a 是奇数 

是4的一个满时变换. 

例 6 hU ， 2,3}, 

r 1： 1——）1，2——+2，3——^ 

r 2 ： i —— 今2, ^—— S ——->1 - 

都是』的 一一 变换， 



§ 8 .同 态 

上一节所说的映射，只与两个集合 4 和 J 发生关系.但我们 
以后很少单独地考察集合，而悬要看有代数运算的集合.因此，在 
薄： 这一节里我们要讨论到也与 代数 g 算发生3 系的映射.这是近世 

代•里一等重要的概念 • ^ " ~、 
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我们看两个集合 4 和假定有一个 d 的代数运算。，一个 i 
的代数运算 a 并且有一个3到 i 的映射必. 

假如 a 和6是2的两个元，那么和必 (0)^(6) 都有 

意义，都是 i 的元.现在我们问，是否 

( 1 ) ^>( aob ) = ^{ a ) o ^{ b ) 

换一句话说，假定在4之下， 

a - 、 a，b - >b 

我们问，是否在4之 F, 

( 2 ) aob - -^aob 


由下面的例3,我们将要看到，（1)， （2) —般不能成立.这并没有 
什么希奇，因为4根本岡 h 5这两个代数运算没有竹么关系，杳替 
规定的象,未必就刚好是现在我们下一个 
走义 一到五的映射0，叫傲一个对于代数运.算 o 和 3 
来说的，4到I的 MMH 假如，在 

^ — ■ 「 ■ ■ ■■国 ■ _ ■■ 

两 ^ as 

a - > a f b . - > b 

就有 _ gob - > u^b 

我们举几个例.看以 f 的集合和代数 运算： 

4=( 所有整数}，3的代数运算是普通加法. 

A ={ 1 9 _1)，2的代數运算是普通乘法. 


例1 ^1： a ^ -^1 (a 是4的任一兒〕 


是一个4到 i 的同态映射. A 是一个 A 到2的映射，显然.对于 
A 的任意两个整数 a 和纟来说,我们有 

6—— 1 




a + 6 —>1 = 1 x 1 
a -^ 1 , 

a -^一 1 ， 


若數 

若 a 愚寿 拳 







心 是一个 4 到 2 的满射的同态映射.一是4到2的满射，显然 * 

对于3的任意两个整數 a 和6 来说： 

若都是偶数，那么 

a — -- ^1 ； b ， — >1 

a 十 6->1 -■ 1 x 1 


若 a &都是奇数，那么 


a 


> — 1 ? h -— > 


a + & 


1 (-l)x(-D 


若 a 奇，6偶，那么 


a 


一1， 


a^-b 


>-1( l)x(+l) 


a 偶，&奇时，情形-样. 

例3 心： 


a 


♦ 一 


( a 是 i 的任一元) 


固然是一个4到 Z 的映射，但不是同态映射.因为，对于任意4的 


o 和&来说* 


a --■ > ― 1， 


^-l 


a + b — 一 + — 1 手（ — 1) x (一 1) 


4到2的满射的同态映射对子我们比较重要， 关千这 神同态 
映射,我们还要规定一个术语. 

定义假如对于代数运算 o 和 u 来说，有一个 i 到2的满射的 


同态映射存在，我们就说，这个映射 


个同态满射，并说，对于代 



数运算 o 和3来说，4与 i 同态. 



同态满射的最大用处在比较两个集合.现在我们证明几个定 
理，来看一看同态满射在比较两个集合时的效果. 

走理1 g 定，对子代数运算 。和 =来说，4与 J 同态.那么 , 

( i ) 若 o 适合结¥£,5也话合结 合律； （ ii ) 若 o 适合交換律1也 A 
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uWks ^ n * 


证明我们用4来表示 A 到 i 的同态满射， 

( i ) 假定5,彡，5是 S 的任意三个元.那么，我们在 A 里至少 
找得出三个元 H C 来，使得在 0 之下， 




， C 一 


于是，由于0是同态满射， 


ao ( boc ) - > ao { boc } = ao { boc ) 


( aob)oc 


m 由题设， 


-- >( ac&)oc = ( aob)oc 

o(boc ) - { aob)oc 


柳 ， 6 
^4^ 


&和 a 里同一元愈象，闵而 

r --- 


◦ ( fooc > = ( ao^)oc 


< ii ) 我们看 i 的任意两个元 11 并且假定，在多之下， 


( a . b ^ A ) 


那么 

但 

所以 


o 6- 


— ^aoby boa >6oa 

aob - - b oa 

a n -h:--boa 


所以 ^： ft =-6 oa IT 堯 

走理 2 假定，④，@都是集合3的代数运算, ® ，®都是集合 
3的代数运算，丼且存在一个 i 到2的满射 A 使得 A 与2对于代 
数运算 ®，0 来说同态，对于代数运算碜， ® 来说也阔态 4 那么， 
< i ) 若 C 0,© 适合第一分配律，否，®也适合第一分配律？ （ ii > 赛④， 
© 适合第二分配律,®，0也适合第二分配律 .. 

证明我们只证明 （ i )，（ ii ) 可以完全类®燒 S 期. 


看 i 的任意三个元5, b 9 c t 并且假定 


» 


那么 


0(*)( &㊉<0, 
{ a ® b )< S >{ a & c ) 


6, 


a ^*>(6® c ) = a ®(5@ c ) 


(4 jM ㈤ 




但 

■ 

所以 




、 


a (‘)（& ㊉ c ) = Ca '*)6)®( o ® u ) 
a 0(&©^)- Co ®&)©(«0 c > 


败 



习 


;«1 


* 3=( 所有实数 


到 A 的一个子集4的同态 

a) j^| b) J 

^ _ 

2* 假定 A 和4对于 




代数运算是普通乘法.以下映射是不是4 


L_ 


2 d ： 


— +汸 


2 


% 


^ h 

d) 


o 


来说同态， 2 和 2 对于代数运算 


o 和8来说同态.证明，乂和1对于代钕运算 o 和5来说同态 




W ^(bj 

9* 同构、自同构 


一 同态满肘一般不是一个一一映射，它在比较两个集合时的 
效果，在上一节已看到.但一同态满射可能同时是一个 一一 映射. 
这种加强的同态映射在比较_合时更有效，对我们也更重要. 
定义我们说，一个间的 r 一映肘4是一个对于代数 


定义我们说， 
运算。与石来说的， 


(简称同构），假如在爹 



各是 4 与 J 的代数运算◦与 3 的表 * 那么 

1 ——> 4 , 2 ——^ 5 , 3——>6 

是一个 d 与2间的同构映射.因为： 

a^b — 3 - 一 - >6 = a^h 

我们要_，踢如必足4与 i 间的同构映射，那么也是 i 

因为，在4 _1 之下，只要 
H - > a } t - >h 

显然就有 

5 r h- — ^aob 


所以间构映射与 j 和 j 的次序没有多大关系. 

现在我们要看一看，同构映射在比较集合时的效果* 

我们先来研究一下例 1. 在这个例里，4有三个元，是1，2, 
3. JI 也有三个元，是4, 5, 6,我们问，4和 J 有没有什么区别？当 
然有，因为1,2, 3和4, 5, 6是不相同的东西.但是，我们所以说 
1，2,3和4,5,6不闻，是因为我们知道，它们都是普通整数，整数 
1, 2, 3和整数4, 5, 6 当然有区别.现在让我们来看一看4的代数 
运算 o _ 应用这个运算于1和1得3,于1和 2 也得3，于3和2 
得3,于 3 和 3 还是得 3. 我们问，我们习见的普通整数 H 3, 是 
杏适合过这种规律？回答是，从来 没有. 这躭是说，对子4的代数 
运算^来说，3的元1，2, 3早已失去了普通整数 I * 2 , 3 的意义. 
同样，对于3的代数运算5来说，孟的元 H 6 也争已失去了普通 
整数4,5, 6 的惫义，这样，我们方才是把已经失去了整数惫义的 
东西仍旧看作了整数，而由此就断定了这些奈西是不相同的.可 
以说，我们的结论下得太快了一点.现在我们不把4 的 H 3和 
3的4,5, 6看成普通整数，再来作一个比较.那么2有三个元，第 
一 个叫败1，第二个叫做2,第三个叫做 3. Z 有一个代数运算，叫 
败 o . 应用这个运 算于』 的任 意两个元所得结果廢是第三个元, 
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A 也有三个元，第一个叫做4,第二个叫做5,第三个叫做6.只也 
有一个代数运算，叫做&应用这个运算于 J 的任意两个元所得 
结果也总是第三个元.这样看起来， A 同2实在没有什么本质上 


的区别，唯一的区别只是命名的不间而已. ^ 

现在我们看两个任盘的，对于代数运算 o 和3来说是同构的 


集合 Z 和我们可以假定， 

A = {a, b f b f 

件且在 A 与 Z 间的同构映射 0 之下， 

- >Cj 



由干同构映射的性质，我们知道、 

XO^ -- z < > XOy ~ z 



这就是说，代数运算 o 在 A 里规定的运算规则同代数运算3在 i 


里规定的运算规則完全类似，唯一的不同就在一方面有小横而另 

一方而没有 • 闲此. 4釦 果 有一^ fe 质 .次 1 性质是完全可以用 
数运算 o 计算得来的 ，那么 j 就有一个完全类似的性质.反过来 
说， A 的一个只同代数运算5有关的性质也决定一个完全类似的 
4的性质（参看 I ，8定理1， 2). 这就是说，若是仅就代数运算 O 
对皋代数运算3对 J 所发生的影响来看，』与3只有形式上的不 
同，而没有什么本质上的区别.当然2与圣的元一般是不相同的 
东西;但正如我们在本节开头所讨论的情形一样，这种不同是受外 
来的影晌而产生的. 


总括起来我们得到 结论： 

假定对干代数运算 。与 3来说， A 与互同枸.那么， U 代数 
运 ，◦与 5.考爭， a 与2这两个集合，抽象地来看，没有什么区另 Y 
(只 W 命 ¥„£^木 同）.若一个果倉有一个只与这个集合的 数呈 
算有关的性质,那么另一个集合有一个完全 类似的 性质. 

r ■ _ 一 — - •- 


♦ 25聲 


这样,同构映射是比较两个集合时最有效的工具。 

最后我们还要规定一个名词. 一 个集合4同4 0己之问当然 
也可以有同构映射存在.假定 o 是一个4的代数运算， 

定义对 fo 与 o 来说 的 一个 4与3间的同构映射叫做一个 
来」说尽7^ i mm . 

" ~极重要的槪念， 

俐2 4={1， 2 ,3}.代数运算 。 由下表 给定： 

1 2 3 

| 

| 

| 

1 3 3 3 

2 3 3 3 

3 3 3 3 

那么 

0: 1 —>2, 2——>1，3——>3 

是一个对于 o 来说的4的8冋构. 


习 题 

■ 

K A = { a , b . c }^ 代数运算 ◦山下 表给定 

^ h 0 

I 

I 

I 

I 

I 

n c c ti 

h n ^ it 

^ r f? 

找出所有 a 的 i 变换 • 对千代数 s 算 O 来说 . 这些一 一 变換是否都是 3 的 
汽同构？ t 

2 . 所七有理数 }. 找…个2的对千普通加法来说的自同构（映射 
除外八 m 

?_^ 4 ={所有有理数 }; 乂的代数运算是普通加铦. 所％_0尚有 

理汝 h J 的代数运算是普通乘法.证明，对于给的代数链_染#七场芽间 
没有同构映射存在（先决尨0在一个两构峡射之下的屬 th : < 
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§10- 等价关系 § 集合的分类 


我们将来除丫把两个集合拿来比较之外，有时也要把一个集 
合分成若干个子集来加以讨论.这时就要用到集合的分类这一个 
槪念.这个溉念和另外一个叫做等价关系的基本概念有密切的关 
系.在这一节里，我们要忖论一下这两种槪念. 

我们先规定什么叫做关系. 


我 n 看 一 个集合3同另一个集合认 g 只包含两个元，就辱 

祖个字 , 



定义 二个 j 到乃的映射及叫做』的元间的- • 


若开(义&)_二对，我们说 7 a 与6符合关•系记成 aBb . 

- — * — - - 


若及化，&)=错，我们说， a 与&不符合 关系凡 


由这个定义，给了4的元间的一个关系，我 m 可以决定，任意 
对^的元心6是否符合这个关系. 


例1 4二（所有实数}, 


fh ( a f &) 一—对，若是6 - a 是正的 

(?，&)—―错，若是&一 a 不是正的 
是 a 的元间的一个关系.这也就是我们普通用符号 < 表示的关系. 

等价关系是一种特殊的关系，占的地位特别重要，这种关系我 
们一般用〜来表示. 



满足以 F 规律: 














我们举一个例. 

例2 “等于”这个关系是一个等价关系. 

现在我们规定什么叫做集合的分类. 

定义 若把…个集合』分成若个叫做类的子集， 使得 4 的 
〒二士 g 属宇 k 且只属于一个类，那么这些类"西签备 

价^系 与集合的分类的戋系由以下两个定理可以看出. 
定理 1 集龟立迪二个分类决定2的元 价# .系, 
证明我们利用给的分类来作一个等价关系.我们规定， 

a 〜 b ， 当而且只当 a, &同在一类的时候 
这样规定的〜显然是4的元间的一个关系.我们证明，它是一个 
等价关系. 

I- a 与 a 同在一类，所以£1〜1 

I. 若是 a 与6同在一类，那么&与 a 也同在一类，所以 

二 • 二 ' 今 b 〜 a 

E, 若是《，&同在一类，6〆冏在一类，那么 o〆 也同在一类, 
所以 a 〜 b ， b 〜 c =^ a 〜 c 证完 

定理2 __集合 2 的元间的一个等价戋系〜决定 4的 一个分 Jfer 

证明^们利用黾定的等价吴系来作一个了的分象 _ =^有 

S 

同4的一个固定的元 a 等价的元都放在一起，作成了个子集*这个 
子集用符号 [»] 来表示.我们说，所有这样得到的子集就作成3的 
—个分类.我们分三步来证明这一点. 

(i) a 〜 &=>[<*] = [&] 

假定 a 〜& 

那么，由等价关系的性质 M 以及 [a] 和 

这就是说， 
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(i) 

但由等价关系的性质 L 

6 〜 a 


因此 N 样可推得 

(2> mew 

由 （1) 与 C 2)， [ o ] = [&] 

( ii ) 的每一个元 G 只能属于…个类. 

假定 ^[ c ] 

那么由 [6], U ] 的定义， 

a 〜 b ， a 〜 c 

这样，由 JI ，®， b^c 

子是由 （ i ), m ==[^] 

( iii > A 的每一个元 a 的确属于某一个类. 

因为，由 I 以及 fc 述类的定义， 

证完 


关于集合的分类我 fn 常要用到以下的两个名词. 


定义假定我们 有一个集合的一个分类.那么，一个类里的 


任何一个元叫做这个类的一个代表.刚好由每一类的一个代表作 

■ ^一 1 _ ■’ - 


成的集合叫做一个全体代表团. 


我们再举一个例. 





例3 4={“.， 一 2, 一 1，0，1，2, … v 

我 们取一 个固定的整数利用这个叫我们规定』的元 

间的一个关系足 

aRb , 当而且只当 n \ a - b 的时候 

这里，符号表示《能整除 a — 这显然是一个等价 


关系.这个等价关系普通叫敬并且用 




> 

c 

■ 


来表示(读成 a 同佘 & 模 

这个等价关系决^个分类.这样得来的类 叫故襆 I * 的 
剩 余类. 让我们看-看，这些个剩余类是付看 
出，任意一个整数-定与0,1，…,1这 W 个整数中的一个同杀; 
另一方面，0,1,… W —1这 B 个整数中的任意两个不同的整数都 
不同余.因此我们刚好有 n 个不同的剩余类， 就是： 


[0] = 1 …， 

— 2tif 


0, 

n T 2n t ■** 

[1J = ( …， 

- 2^ M, - 

-n 卜 1 ， 

1 ， 

w +1 ， 2ft 十 1 ， … 

[TO — l]=z (…， 

… w — 1, 

— l f n 

4 ■•囑 ■ 1 

一 1 ， 

2^ —1, 3w — 1,… 


我们通常用0，1,…，^ 1来作这个类的全体代 表团.绻然 
也 可以用另外的 n 个数，比方说 1， 2, …， 

沣意：我们只是为说明方便起见，在上面 鰕定* >0. 实际上, 
当 《是 <0的整数的 时疾， 可以完金 冏样地 规念槟 W 的间余 关系. 
由此得到的剩余类与模 hi 的剩余类完全一样. 


习 



IV 


■ 所有实数4的元间的关系 > 以及 > 是不 


•a. 


2 , 有 人说： 假如一 t 关系艽适 合对緣律和椎移律，鼉也电赛射 

律.他的推论方法 是：； ^为丑适 合坤 ^律_ 

、\ - ^ 

aHb^=^ bRct f 

因为 B 适合推移律， ' 、 

」 ■< v = 

aBb. bBa==^aB(t " 

这个推论方法有什么 错误？ 

3 -汸照例3规定整数问的^系 


a = h (- 5 ) 

证明你所规定的是■个等价关系，并且找出樓 一5 的_余类， 
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第二章群 论 

有了前一章的准 备工作 以后，我们现在来讨松邀这个代数系 

统. 

群只有-种代数运算 . 我们已经看到，用什么 
符号来表示，是町以由我们自由决定的，有时可以用&有时可以 
用 I 一个群的代数运算普通为便利起见，不用◦来而用普 
通乘法的符号来表示，就是我们不写 GO &，而写并 EL 因此我 
们就把一个群的代数运算叫做乘法.当然一个群的乘法一般不是 
普通的乘法.现在我 n 要看一肴，什么叫群. 

§ 1- 群的定义 


群的定义比较常见的有两冲.我们先看第一种. 

群的第一定义 我们说，一个不空集合 g 对十一个叫做乘法 
的代数运算来说作成1 群 ，假如 
I . 对于这个乘法来说是闭的； 

n . 结合律 成立： 

a(bc) (ab)c 

对于的任意三个允 a , e 都对； 

1. 对于 G 的任意 闲个元 ％ &来说，方榀 

ac — b 和 ya — b 

都在里有解. 

例1 只包含一个元乘法是四 = G 对于这个乘法来 

说作成一个群.因为 
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[. G 是闭的； 

ff. (gg)ffH 

BT * = g 有解，就是 f 7， 
yo=o 有解，就是 

例 2 G 是全体整数的集合. G 对干普通加法来说作成一个 

群.因为 

[• 两个整数相加还是一个整数； 

R. a+(6 十 c) = (a f 6 ) 十 c; 

i . 是整数的时候， = & 有整数解. 

例3 G 是所有不等于本的整数的集合 . G 对干普通乘法来 
说不作成一个群.因为，固然 
I . 整数乘整数还是整数， 

3 . 05( 6 c ) ^ ( a 6 ) c ， 

但3^=2没有整数解, I 不能被满足. 

但 G 若是全体不等于零的有理数的集合，那么 G 对于普通乘 

法来说作成一个群. 

现在假定 G 是一 个群. 我们证明^有以下” 

IV . G 里至少存在一个允 e , 叫做 G 的一个左单位.元，期让 


ea —a 

对于 t ? 的任何元 a 都成立. 

证明 由 I ，对于一个固定的元心 

yb=b 

在里有解.我们任意取一个解，叫它作《:、 

⑴ eb=b 

我们说，对于的一个任意元+ 

ea=^a 

成立.由 I ， k = a 有解 c : 
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\^m \ fa I 


bc=a 


』( i >，(2)， n ， 


ea — e{bc) — (eb)c =&c 

f •**— 、 S|h -« 

这样，我们证明了 e 的存在.证堯. 

V - 对 T G 的每一个元《，在以黾至少存在一个元 f 1 ， 叫做 c » 
的一个左逆元，能让 

a~ [ a = e 


成立，这里 e 是一个固定的左单位元. 

证明由 JD ， 押 气 解. 证完. 

IV , V 两个性质非常重要，闶为它们可以代褚群的第一定义里 
的第三条. 

群的第二定义我们说，一个不空集合 G 对 T 一个叫做乘法 
的代数运算来说作成一个群，假如 
I . G 对于乘法来说是闭的： 

a. 结合律 成立： 

a ( bc ) — ( ab)c 

对于 G 的任意三个元卜 C 都对； 

IV . ~里至少存在一个左单位元〜能让 

-- 7 

ea-a 


对于 G 的任何元 a 都成 立； 

V . 对于 G 的每一个元 A 在 G 里至少存在一个左逆元 f 1 ，能 
让. 


我们已经看到，由 I ，丨 EST 以推出 IV ， V 來.现在我们反过来证 
明，由 I ， iUV , T 也可以推出 IT 来.这鈕是说，以上两义有同 


等价值.这一点我们分三步来证明. 




⑽ r 

( i ) 一个左进元一定也是一个右逆元.替句 k 舴意, 

^ ^ k * 






an 




由 cT f a= e 

可得 aa~ l =e 

因为屮 LG 有元 < 使得 

— e 

所以 = e(aa^ 1 } — (ea)a^ 1 = aa" 1 

但 （ a’a _1 ) (⑽ _1 ) =ct / [{a _J a)/3 _1 ] =a r — ~e 

所以 ⑽’ ' 口 e 

( ii ) 一 个左单位元-定也是一个右单位元.这就 是说： 

ae =a 

对 G 的任何元 a 戍立 . 

因为 (aa~ l )a --^ ea^ a 

(aa^ l )a —a(_a~ l a)^ae 

所以 

( iii 〕 现在我们证明， 

ax — b 

可解. 

我们取 ^==0^6. 由 V ， or 1 存在；由 I ， 0-G 的这个元 
显然娃以上方程的解，因为由 B, (0, 同 V ， 

a(a~ 1 6) ~ ( 如 _1 )6= eb = b 

同样， ficr 1 是 

ya 二 b 

的解.证完. 

群的第二定义应用起来常比第一个方便，这一点应该注意. 

以下我们坯要说明几个名词和符号. 

1. 一个群的元素的个数可以有限也可以无限 ^ 我们规定 
定义一个#叫做有限群，假如这个群的元的个搋是一个有 
限整数，不然的话，这个群叫做无隈赛.一个有限群的元的个数 
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叫做这个群的阶. 

上面例1的群是有限群，例2,例3的群是无限群, 
2,在一个群里结合律是对的 ，所以 


有意义 ，是 G 的某一个元.遠祥，我们当然可以把个相冏的元 a 

來相乘.闽为我们用普通乘法的符号来表示群的乘法，这样得来 
的一个元我们也用普通符号 f 来表示： 


n 次 


= n 是正整数 

并且也把它叫做 a 的 w 次乘方(简称 n 次方）. 

3. 在-般的群里交换律农必成立.但在特别的群里交换律 
是可以成立的，比方说我们以上II个例子里的群就都有这个性质. 


定义 


个群叫做交换群，假如 


ab 二 ba 


对于 G 的任何两个元 a, &都成立. 


习 强 

1. 全体整数的鬼合对丁 1普通戚法来说屋不是一个群？夂 
i 举一个有两个元的奸的例. 

3. 证明，我们也可以用条件 I ， n 以 及下面 的条作 ir , ^来作群的 定义: 
iv . g 里至少存在一个右单位 x 匕能让 


ae=sa 

对于 g 的仟何都成立 t 

对: hg 的每一个允1在 cm 至少存作一个右逆元能 u : 

aa — I? 


§2. 单位元、逆元、消去律 


在达一节里我 H 驀证琴群_戽个极重栗的性质 • 
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定理 1 在一个群 G 里#在一个许且只存在一个元心能使 


ea=ae=a 

对于的仟意元 a 都对. 

证明这样的一个 e # 在，我 n 在上节巳经证明过.假定迅 
有一个 V 也有这样的 性质： 

可以是 G 的任意元） 

那么 ee r = e ~ e r 

所以 f ? 只冇一个这样的 e . 证完. 

这个《在一个群里占一个极電要的地位./ 

定义一个群 G 的唯一的能使 

e , a ^ ae=a ( a 是的任 意元） 

的元 e 叫做群的单位元. > 

定理2对于群 g 的紐一个元 a 来说， 在 g 里存在一个而 a 
兄存在一个元能使 


a'' ] a = aa~ } = e 


i ! E 明这样的一个存在，我们已经知道.假定 V 也是一 
个这样的元： 


G r a ^( tn r = e 


那么 


a f aa~ } = (a^a)ra -1 — ea~ [ = a 

— a f (aa~^} =a f e =a f 


所以只有一个这样的证完. 

定义 唯一的能使 

a" ] a = aa~ ] = e 


的元叫做元 a 的逆元（有时简 称进乂 
我们看两个例. 

例1 我们巳经知进全体不等乎零的有耱 餐对 予普鐮猶法来 
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说作成一个群.这个群的单位元是 l，a 的逆元是 

例2 全体整 数对子 普通加法来说作成一个群.这个群的单 
位元是零, a 的逆元是 —a. 

当《是正整数时，我们已经规定过符号V的意义，并且我们 
很容易算出 

⑴ a ^- 

(2) (a” m = a nm 

现在我们利用唯一的草位元 e 和 a 的逆元^ 1 规定： 


^ ™ = (^" J ) n b 正整数） 

这样规定以后，我们很容易算出， CD , (2) 两式对于任何整数 ft、m 
都对. 

还有一个重要的概念也是利用位单元 e 来规定的. 

定义我 r [看群 g 的一个元1能够使得 


的最正整数 m 叫做 a 的阶.若是这样的一个 m 不存在，我们 
说，« . 


我们再举一个例. 

例3沒刚好 包含/ = 1的三个根 


fii = 


一 1+V3 
2 





对于普通乘法来说这个 G 作成一个群. 
i , a 显然； 

n . 1是卩的单位元； 尸 

1的逆元是的逆 元是 g 2i / 2 的 是 
在这个群里1的阶是的阶是 3， q 的阶是 3. 




禱的另一个櫬霣要的性质是 
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定理 3 -个群的乘法适合 

I f . 消去律：若那么 

若 ya - 〆 》，那么 y = t /\ 
证明假定 an / 


那么 


= a ~ [ { a ^ f ) 
{ a ~ l a)x -- (a ' ] a ) x f 


ex 



同样，由 ya :: y f a 

可得 V 二 y f 

推论在-个群里，方程 


各有唯■的解_ 




1 J 若舴 G 的每-个耳都适合方程 f = 〜那么 G 是交换舴, 
-+个有限群里太于2的元的个数一定是惘数. 



假定 G 是一个阶是偶数 


是奇数. 
4 *. 


个有限群的元的 



在 G 里阶等于2的元的个数一定 



\而泊 





有限群的另一定义 


Z 


有 



对于一个有限群我们常 m 到-个定义，这个定义与以上的 • 
般定义稍微有点不冏.因为有限群在群论里占一个极重要的地位， 


我们对于这个定义还要讨论一下. 

我们在上面已经看到，假如一个有乘法的楽侖璋命 ff , 那 
么它一定通合 i ， n ， ir . 现在我 们反过 来问： 假定一个 H 余^ 合 I , 
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它:是不是一定适合哫？回答是：不一定 ■ 

例 <?=彳所有不等于零的整数 }. 

对于普通乘法耒说这个适合 j ;， ,可是不适合 sf . 

但如果形就不同了.因为我们有 
定理1 个有乘法的在退^ g 若是适合 1 , 11 和 ir T 那么它 

也适合 


证明 我们先证明， 


ax = b 


在中有解， 

假定 c 有 w 个元，这抑个元我们用 

…， 1 

来表示.我们用《从左边来乘所 有的〜 而作成一个集合 

O f = { aa i 9 aa 2 , …， 

由于 I， Q f cz_q 

但当 … 的时候， 

aa ； 寺郎』 

不然的话，由消去律,与假定不合.因此以有 w 个不同的 
元，而 

G f ^G 


这样， 以上方 程里的& ( G， 这就是说, 


b = aa k 


化是以上方程的解.词样可证， 

yo = b 

可解.证完. 

由这个定埋我们<以得到 

有限群的男一定义 我们说，一个有乘法的 有限^集合 ^ 
作成一个群，假如 hJL ^ 能被 满足. 
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由上面的例，我们知道，这个定义所要求的条件比一般群的定 
义所要求的要少一点.所以在证明一个有限集合是一个群时，这 


个定义是一个很有力的工具.至于这个定义不能用到无限集合上 


去，由上面同一例可以韧道. 


我们知道，一个有限集合的代数运算常用一个表来表明. 一 
个有限群的乘法若用表来表明，那么许多群的性质都可以直接从 
表上看出.单位元的存在告诉我们，表擄线上 

的元二5^：^套二213匣蜜爾_垚律吿诉我 
们，群的全体的元必在每一行也0基$_二到1也现..與以给了一个 
有限集合，一个代数运算，若是我们列出表采一看,以上条件不合, 
就知道这个集合不作成一个群.可惜结合律在表中不易看出. 



我们已经有了群的定义，并且知道了群的几个最基本的性质. 
现在我 n 要看一看，同态这一个概念在群上的应用，以便以后可以 
随时把一个集合来同一个群比较，或把两个群来比较. 

我 ri 假定 g 是一个群，々是一个不空集合，井有一个代数运 
算.这个代数运算我们也把它叫做乘法 f 也用普通表示乘法的符 
号来表示. g 的乘法当然同 <? 的乘法一般是 完全不 呙換法 #. 我 
们把不同的法则都叫做乘法，并且用同一的符号来表示，似乎很容 
易弄乱.实际上，因为 g 的乘法只能应用到 e 的元上去，没飾乘法 
只能应用到6的元上去，而 g 同 g 的元的表示方法是有区别的， 
因此弄乱这一点是不致发生的. ， 

现在我 n 证明 
, 走理 
—个群. 
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军 与 G 对干 它们的乘法来掸同态 ** 義邊也是 



证明 G 显然适合群定义的条件 I . G 的乘法适合结合律, 
而 G 与 6 同态，由定理 1 ， 6 的乘法也适合结合律，所以 6 适 
合群定义的条件 n . 我们 证明 5 也适合 iv,v 两条. 

IV . g 有单位元 e . 在所给同态满射之下， e 有象& 

e — — 

我 们说， 5 就足 &的一 个左单位元.假定 a 是&的任意元，而《是 
S 的一个逆象： 


那么 

但 


a—^a 
ea——>ea 
ea =a 


所以 

V , 


假定6是6的任意元，《是5的一个 逆象: 

a- ~~ 


o 是群的元， or 有逆元我们把 cT l 的象叫做 a 


那么 


a^ l a—>a^ [ a 


IB a l a = e —— 

所以 a~ l a — e 

这就是说， p 是避元悬证完. 
我们 

例1 4包含/三个元. 4的乘法由下表 规定: 



这躭是 I ，4,习藤 3 的那个 集合. 当初我们要证明4的代数运算 
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适合结合律相当费市.现在我们要进一步证明，4作成一个群. 

由 B ， 1，例2,我们知道，全体整数对于普通加法来说作成一 
个群我们把4同来比较一下.作一个映射 
♦ ' X - ~ > a f 假如 ^ = 0 (3) 

^——假如 r 三1 (3) 

假如 x = 2 (3) 

4显然是一个满射.我们证明，必是一个同态满射.首先要 

n 

江意， f ? 和/ I 的代数运算都是适合交换律的，所以只要^+^ — > 

印，那么 g+r - H 所以要看4是不是同态满射，测验了<+冴的 

情形，就不必再测验 y to ; 的情形.现在我们分六个情形来测验. 

( i ) x 三0 〔3), 5/^0 (3) 

那么 r + 汉三0 (3) 

这样， ^ - ><ty y—^a 

x-\-y - >a aa 

( ii ) x = 0 (3)， y 三 1 (3) 

那么 (3) 

这样， ^ - > a , y >b 

x~\~y - >b - ab 

( iii ) ^ = 0 (»)， y~Z (3) 

那么 x -\- y ^2 ( S ) 

这样， ^ —— y —— >c 

I 

x-\~y - > c=^ac 

( iv ) a := 1 (3)， if = 1 (3) ^ 

H 

那么 〔3) 

这样， 尤…- 々 b ， y — —6 

x 二 y - ^c = bb 

( v ) x^l (3), y ~2 (3) : ' 」 
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那么 
这样 .. 

(vi) x ^2 

那么 

这样， 


(3)， 


x -{ y 三 Q (3) 

■ 

丸 ff — 
—— he 

沒三2 (3) 

X ( 3 ) 

^——％ { f —— 

x — y ->6 = cc 




这样 G 与4同态，4是一个 



■ 人 1 




我们要注意，假如夕同 g 的次序塵么定理1不: rS ： 

-- ._ — I — —-—- _ ~ ■—--- ■-— p . —― 

封，换一句话说，假如6与司态2那么 <5不一定是一个群* 



例2 { 所有奇数). G 对乎普通乘法来说不作成一个群 


G ^{ t ). <?对于乘法 = e 来说敁 然作成一个群（参看1，1, 
例1 ). 

tH . 本 1 ^ ^ 

I 

显然是6到 g 的个同态满射. /、 

当然在我们考虑：^下的 M 茗是一 4^^，同沒的次 
序就没有关系了. " 

以下我们若是说两个群 G 与 () 冏态 （冏构），我们的意思永远 


是:它们对于 二对鞋乘 法来说同态（同构). 

由定理 i 的证明我们直接可以看出 

定理2 假定<?和 个群， 在到没的一个同态满射之 
下，召的单位元 e 的象是 G 的參位元， G 的元 a 的逆元的象是 
a 的象的元. 


在 G 与6间的一个同构映时之下，两个黾位元互 f 对应，互相 
对应的元的互相对应. 



习 


m 


假定在 两个群 t ? 和 J 的一个同态映射之下 t 


汉与& 的阶是不是-定相同? 








§二变换群 


我们到现在为止已经有了几个群的例子.但这些例子或是利 
用普通数和普通加每乘法来作成的，或是些极简单的，阶只是1, 


2或3的抽象群，并且这些群都是交换群，在这一节里我 们要讨 
论-种具体的群.这种群一方面本身非常重要，另一方面它给 
我们一个非交换群的例子，并且表明，一个群的元素不一定是数+ 
我们取一个集合 A . 在1,7我们已经规定了什么叫做4的一个 
变换：到』1己的映射 • 用说明--般 

—^ 
r = t (_ g ) 





但現在为便利起见，对于变换这一种特殊的映射要用一件特殊的 
符号来说明.我们用符号 

*1 

r ： a - > a f — a ' 


^ 当然不是 a 的 r 次方的意思，因为 r 是一个变换，*次方根 
本没有什么 意义， 这只是 - 个符号，正如我们对干特殊的映 射：代 
数运算以及关系都用特殊的符号合3在一般情形之 
下当然可以有若千个不同的变换，我 n 再举一个简单的倒 . > 

例 1 、 

T |； 1——>1, 2—^1 • 

T 2 : 1-^2， 2 ^2 一 

% 
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^ > 1 ， 


2 —- >2 


^4： 



是 J 的所有的变换. 其巾〜 n 是 


现在我们把^里的 7 个$ 



个集合 


S ^ (r, A , ^ 




变换放在一起，作成一 


我们要想法规定一个 S 的代数运算，这个代数运算我们把它叫敝 
乘法.我们看 S 的两个元 r 和 A , 



那么 


乂: 

U r ) 


> a A 


是 4 的一个变换. 


我们可以得出 


唯一的(^) ; 来，现在我们规定，就把这个变换叫做 


乘积， 

rAr 


Ca T ) x - 


这样，这个乘法是一个没的代数 运算. 我们举一个例. 





2 我们在例 1 里取儿个变换来算一算它们的乘积 * 


所以 

_ 旁 

所以 


r l t 2 = ^ 


th 


\-^Z 二 k 




我们说，如上规定的乘法适合结合律 : v 



因为 


r(A/i )： 


i^y 






{(a^yy 

i(a r yy 


于这个乘法来说，沒有一个单位元， 就是』 的(桓篸变换 


因为 


a - >a 


•45 


er ： 


a 


>(a e y 


et = r 

T £： a - >(o r ) f 

■ 

re^t 

这样， s 对于这个乘法來说差不多已经作成一个群了.可惜， 
虽然说是差不多，到底还是若一点.㈣为一个任意的变换 r 不一 
定有一个逆元. 

例3 我们看例1里的 Ti . 用一个任意的 T 从左边来乘 Th 

得到 

r r 1： 1—— >O r ) T, = 1 , 2 -~ >(2 r ) r, -l 

■ 

这就是说，不管 r 是』 的哪一个变换， 


rri^=e 

换一句话说， ri 没有逆元. 

这样，一般 S 木作成一个群. 

茂本身虽然一般不作成一个群，但它的一个子集没对于上述 
乘法来说却不见得不能作成卞个群让我们先看一看 o 作成一个 
群的必要条件. . 

定理1 假定 G 是集合4的若千个变换所作成的集合，并且 



证明令 1 T 是 G 的任意元，那么因为 没是葬，有,使得 


r _E r — rr^ 1 = e 

我们现在征明我们已经知道，1：是2 的变换， 

这就是说，^是一个4到 A 的映射.在 A 里取任意 元心那 么，， 

* 

r ； , » a'" 1 - ~~ ') T =a 

所以 r 是 2 到 d 的满射.假定 I i ^ 



那么 





(b^ 



a 二 b 

所以 r 是 4 与 4 间的一 - 映射.这就是说, 

id 


T 是 A 的一一变换. 

h 

_ 


现泎我们规定 


定义 


个集合 A 的若干个一一变换对干以上规定的乘法作 



成的一个群叫做4的一个变换群. 

以上我们得到了变换石成 S 的忍要条件，并且按照这个条件 
规定/变换群这个名词.但变换群是不是存在，换-句话说，我们 
是不是找得到若干个一一变换，使得它们作成一个群,我们还不知 
遏.事实上这种群是有的. 


走通£ 


个集合 j 的所有的一一^变换作成一个变换群 A 


证明 g 适合群定义的 i ， an，v 四个条件. 

I . 假如 U 2 是一一变换，那么 TlA 也是. 

因为在 j 里取一个任意元 QP ， 由于是一一变换，在4里有 
' 有以下性质， 


^2： 


f 


由于 A 是一一变换，卬4里有/有以下性质， 


tl : 





这样， 

r,r a: a ff —— >ia' fri ) Tl ^a tri =a 

所以 r 』 r a S 』到3的满射，假如《¥=&，那么 

(a zi y^(b T1 ) Ti 

a Vitz ^-b' XTt 


所以是--变换. 

fl , 结合律对子一般的变换都对，所以对 T —一 变换也对. 



A 
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IV . e 是-变换. 

V . 设 r 是一个任意的 一一 变换，那么由17，有一个 一一 ■变 
换 I - 1 ，有以下性质， 

r _1 : ^ >a f '\ 假如 W') 〜 a 

所以 



这样，我们证明了交换群的确是存在的.这也是我们第一次 
_到的元素不是数的具本群.以上的定理当然不是说，除了全体 
--一变换所作成的集合以外，没有其它的变换群存在. 

例4 假如4是一个平面的所有的点作成的集合，那么平面 
的一个绕一个定点的旋转可以看成4的一个一一变换.我们叫 G 
包含所有绕一个定点的旋转，那么作成一个变换群.因为假如 
我们用 r , 来表示转0角的旋转，就有 

I . 〜 r s ，= r e , +s ,, 是闭的； 

^ 结合律当然成立； 

IV , e ~ ro < zG ； 

V. r7 l = r^ s * 

但 G 显然不包括4的全部一一变换. 

所以给了一个集合山除了定埋2的最大的变换群以外， A 的 
确还可以有别的较小的变换群. 

变换群一般不是交换群.假如 n 是平面的一个平移,它把原 


点(0,0)平移到 ( l ，0); r s 是绕原点转 I 的旋转，那么。和!^難是 
例4的集合4的一一变换.但 

rit 2 ： ( 0 , 0 )— »( 0 ? 1 ) ^ 

^1： (0,0)—— >(1*0) 

I 
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这样，变換群告诉我们非交换群的存在 + 

变换群在数学上，尤其在几何上的实际应用极广.但就是在 
群的理论上这种群也有它的重要性.我们有 
定理3 仟何一个群 

证明假定 G 是一个的元是 a ，6， c ， ….我们在 G 里任 
意取出，-个元 z 来，那么 ^ t hr_ 、 

J 1 

^ - 、锕 

是集合 <? 的一个变换+闶为给了 g 的任意元 a 我们能够得到一 
个唯一的卩的元 s ' 这样由 g 的每一个元 a 4以得到的一个 

变换我们把所有这样得来的 g 的变换放在一起，作成一个集 
合 0^{ r aj r b , r ^ 那么 


卜 ~~^ 

是 g 到 a 的满射，但消去律：$手.柯_卯告诉我们， 

荇 x + y 、 那么 th 
所以4是沒与々间的一一映射，再进一步看， 

” 二认 xyXgjc)y 二 （ g T Oy = i9 rx 、 r 9 - 一 _ (T 

这就是说， 

所以与泛间射/所以沒是一个群.但 (? 的单位元 
多的象 、 


n ： g — ^=g 

是 G 的恒等变换心由本节定理1，沒是<?的一个变换群.这样 G 


与 G 的一个变換群沒同构.证完. 


蒼鐘#坼我扪， 

一的实例.換 一 > 


任意一个柚象群都能够在变换群里找到 


換一句话说，我们不必害怕，以后会找得到一个 
抽象群，这个群完全是我们的脑子造出来的空中楼阁. 
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习 娌 

1，假定 r 是集合4的一个非一一变换 . r 会不会有一个左逆元广、使 
得 T^ ] r — 

' 假定 d 是所 ff 实数作成的集合.钲明，所宥4的可以写成 

w - > ax -\- b t a , b 是有列数， a 辛0 

形式的变換作成_ I 个变换群.这个群是不是一仑交换群？ 

3. 假定5?是一个集合/!的所有变换作成的集合.我们暂时仍用旧符号 

r ： a - 

来说明一个变換 I 证明 7 我们可以用 

a - > r t i _ r z ( a )^\ = r { r 2 ia ) 

来规定一个 s 的乘法，这个乘法也适合结合律，并 iUi 于这个乘法来说 c 还 
是 s 的单位元 + 

心证明.一个变换群的单位元一定是恒等变换. 

5-证明 ， 实数域上一切有逆的矩阵对于矩阵乘法来说，作成一 

I 

个群. 


§6-置换群 


变换群的一种特例，叫做置箱 JSL 在代数里占一个很童要的地 


位.比方说，在解决方程能不能甩 


解 这个阿 


种群.这种群还 


就是 


要用到这 

用一种 iHi 
单了现在我们把这种 

群讨论一下. 


定义二土有限集合的一个一一变换叫餘一个置換, 



我们看一个有限集合 


理2, J 的全体置换作成一个群口. 


定义 


个包含 n 个元的集合的全体置换怍成的群叫做》次 
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对称群.这个群我们用凡来表示. 

由初等代数我们知道，《个元的置换一共这也很容 
易证明，我们要作《个元的一个置换，就是要捧^个元选定一个 
对象，我们替 A 选定对象时，存 ft 个可能，选定了以后，再替 a 2 选 
时，就只有 n — 1个可能，这样下去，一共叮以得到 

n(n - 1 ) … 2 * 1 

个不同的置换.这样，我们有 

现在我 d 要看一换的符号.这种符号普通有两 
种，我们先说明第*种.我们看一个置换 



: a t - > a “， i ~~ 1 ? 2, 

这样一个置换所发生的作用完仝 吋以由 U ， h )，（2， h )， …， i . n,kj 
这符 对整数来决定.我们表示置换的第一个方法就是把以上这个 
置換写成 



在这种表示方法里，第一行的 U 个数字的次序昆然没有什么关系， 

| 

比方说以上的^我 M 也可用 


(2 1 3 ― 

ki h 

来表示.不过我们用到最多的还是1, 2, …， n 这个次序，其它次序 
K 耔在有必要时才用.我们举一个例 . ~ 

例 h 这时我们有 t ，2, 3三个数字.我们可以给它们 

% 

不同的次序，所以也有六种不同的表示方法. 

假如 

n: a! —>a 2 , a 2 - 03 - 

那么 
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1 2 3\_/l 3 2\_/2 1 3\_/2 3 1\ /3 1 2\ /3 2 1 

2 3 1/ \2 13/ \3 2 1/ \3 1 2/ \l 2 \1 3 2 


不过我们普通 用( 


123 

231 


来表示这个 jt. 


以上的表示方法不仅是一个符号.因为不管上一行的 b 个数 
字的次序如何，这样一个符号都能具体地告诉我们，它所表示的置 

I 

换 / T 是怎样的一个置换；换一句话说，它能告诉我们，经过这个 I 

某一 个元〜 的象是什么，我们只须在上一行把 i 找到，然后看一 

看 i 底下是一个什么数字就行了.因庇，利用 这种# 号可以直接 

来计算两个置换的乘积.我们举一个例. 

例2 &由定理1我们知道巧个元..这6个元可以写成 
/I 23V A 2 3\ /I 2 3V hz3\ /I 2 3\ /I 2 3\ 

\1 2 3/, \1 3 2/, \2 1 3 / \2 3 1/, \3 1 2/, \Z2l) 

让我们算一算 ，& 是不是交换群.我们取第二个和第三个元来看 
—看. 

/123^123\_/123\ 

\1 3 2/\2 1 3/ \23 1/ 

/I 2Syi 2 3\_/I 2 3\ 

、2 1 3 八 1 3 2/ \3 1 2^ 

所以私不是交涣群， 


无限非交换群我们已经看到过，这是我 f 门的第一个有 m 非交 
换群的例子.冼可以说是一个最小的有限非交換群，因为以后我 
们会知道 ，一 个有限非交换群至少要有六个元. 

为了说明置换的第二种表示法，我们先 M 明一个公式.看两 
个特殊的置换^1, 

/ h …: h 么 4 i … A 
那么以下公式 成立： 




( 1 ) 


JT [71 


Ji 

ii 


Jt … 

… ji 2> 


要证明这个公式，我们只须注意， 因为〜 是 


* V « 


a jm 这 ft 个 


I ^tk 


元的一一变换，而在1之下，已经各是 C ^ +i ， \的 
象，所以它们不能再是的象，这就是说， 

当时， j 少二1 

这样， 

当时， 

当； 时， 


a * 1 


(^r 


( o . 


a 


ar 1 = <«■：) 


a 


ii 


现在我们规定一个新的符号. 

定义 凡的一 个把〜 变到 、，從“ 变到（，…，、变到1 


而使得其余的元假如还有的话不变的置換，叫做…个 t 循环 
置換.这样的一个置换我们用符号 


( 泛 i“*0, … 或 （ H..U 



来表示, 


例3 我们看 W 5 . 这里 


12 3,4^5 
2 3 ll^3 


(1 2 3) (2 3 (3 1 2) 


1 2 34 5 

2 3 4 5 1 




(12 3 4 5) 二 （2 3 15 1) 


k _ ■ 


=(5 \ 2 3 4) 


1 2 3 4 5 
12 3 4 5 


二：⑴一 ⑺ = (3) = (4 ) -⑸ 


一 个任意的置换当然不 - 定是一个循环置換. 

/ 1 2!3 4、 

例4 ^^^=(^ 2i r j 就不是一个循环置換_ T 使得每一 

个元都发生变动，因此，假如 a 是一个循环置換，它一定是一个 4- 
循环置換，但 T 使叫 一 ^ 所以它不会是一个4-循环 
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置换.实际上^是两 


环置触 


1 2 3 4\/1 2 34 


JT 



2 1 3 4 /\ 1 2 4 S 



由公式（ 1 )，我们知道 
(12)(34) 


一般来说，我们有 

定理2 每一个 〃个元 的置换 r 都可以写成若干个互相没有 
共同数字的（不相连的）循环置换的乘积. 

证明我们用归纳法.当^不使任何元变动的时候，就是当 
a 是恒等置换的时候，定理是对的 j 假定对于最多变动 r 一 l ( r < 
w ) 个元的： r 定理是对的.现在我们看一个变动 r 个元的 a . 我们 
任意取一个被^变动的元 A ,， 从出发我们找的象 a itf a u 的 


象〜,，这样找下去，直到我们第一次找到一个义^为止， 

的象不再是一个新的元，而是我们已经得到过的一 个元： A=a 

■■ _** * 

j 为我们+共只軒 k 个元，这样的是一定存在的，我们 
说，= 因为〜已经是的象，不能#是 0 it 的 
象.这样，我们得到 


- ^ a £w - -> - 、( i 、 - 

因为 jr 只使 r 个元变动 , AS r . 假如 kru 本身已经是一个循 

■ 

环置换，我们用不若冉砧明什么，假如《匕由公式(1)， ♦ 

h 

/ L ^… i “, - + t + i ' 

\ h ir ••“ ( + r ■乂 J 」 


_/ h 乂夂 ■…丨 A + i .， 乂 Y “…夂 fw 乂乂、 

V hU—i … J \ i 、 … L iUi …必 t+i … k / 

二 O '， v . o ] _ 

但〜 只使得 r - Kr 个元变动，照归纳法的假定，可以每成不相 
连的循环置换的 乘积： ..b ..- 
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在这些 U 里，小 k …， A 不会出现 . 不然的话， 

rh =(■■•& V ..)， 

那么 b 同 < 不会再在其余的 T ? 中出现 ，〜 也必使—钽我 
们知道 ，〜 使得 a % 不动，这是一个矛盾.这样 〆 是不相连的循环 
置换的 乘积： 

JT 二 (V] i2^^Ic)V^V2^ a7 }m 证完 


把一个置换 I 成不相 it 的循环置换的乘积是我 n 表示置换的 
第二种方杜 . 

例5 &的全体元用循环置换的方法写出来是 


( 1 ); 

(12)，（34)，（1 3)，（24)，（14)，（2 


3)A 、 


U 1 


(1 2 3),(1 3 2),(! 3 4),(! 13) T (1 2 4>,(1 4 2), (2 3 4),(2 4 







4^ 


(1 2 S 4),(1 2 4 3 ) t (l 32 4),(1 


2 ) t (14 2 3),(1 4 3 2); 



(12)(34) ? (13)(24),04)(23). ^ 

用循环置换来表示置换的方法比第 i 种方法简单，并且能告 
诉我们每一个置换的特性.比方说，在例5甩我们可以由于这种 
表示方法看出， A 的元吋以分成五类，每一类的元的性质一定枏 


同，所以计算置换群用第二种方法的时候比较多.当然在特殊情 
艰之下，也有用第一种方法比较方便的时候，由千 D ， 5,定理3,我 


们有 


定理3 站一个有限 群都 与 广个 晋換群同险 . 

这就是说，每一个有限群都可以在置换群里找到例子.观在 
置换群又是一神比较容易计算的群，所以用置涣群来举有限群的 
例是最合理的事 . ^ 


习 埋 




1. 找出所 有&的 不籌参交换的元. 
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2. 把&的所有的元 3 成不相连的循环置换的乘枳. 

3 . 逋明： 

0) 两个不相连的倜坏置换可以 交换； 

( ii ) 〜 （ H 广 D 

i - IiH 明一 环置换的阶恐 t 

5.1 正叨义的％ — 个允都町 a 写成 

( J 2), (_13入…， （1 打） 

这个2-循环置換中的若干个的乘积. 

§7. 循环群 

以上我们认识了两种具你的群.但凡体的群多得很，是研究 
不完的.所以我们现在又要反回来讨论一般的抽象群.依照上两 
节的定埋，如果我们能把变換群完全研究清楚，那就等于把全体 
抽象群都研究清楚了；如果能把置换群完全研究清楚，也就等于 
把全体有限群都研究清楚了，但经验告诉我们，研究变换群或置 
換群并不比研究抽象群容易.所以研究抽象群一般还是用的直接 

研究群的最大自的可以用一句话说完，就是要把所有的抽象 
群都找出来.说详细一点,就是要看一看， 一 共有多少个互相不同 
构的群存在.因为能够迖到这个目的，那么所有的群就都 e 经在 
我们掌握里面，群论就可以告一结束.为达到这个目的，我们并不 
企图一下子就把所有的群都找出来.因为否則问题太复杂了.我 

们的方 法是: 把群分成若干类，你 f 说，有限群，无限群，交换詳，非 

交换群等等，然后看一看，多少不同的群.可惜到現在为 

止，我们对于群的知识还是有限得很，已经完全#清楚了的群只有 

少数几类，其余大多数的群还在等待我们去解决.在这一节里我 
们要把巳经完全解决了的一类群讨论一下. 
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看一 个群仏 我们问 f? 的元会不会都是 G 的某一个固定元 a 
的乘方？我们说这个情形是可能的. 

例1 6?是所有整数的集合.我们知道 G 对于普通加法来说 


作成一个群.这个群我们以下把它叫做群.这个群的全体 


的元就都是1的乘方.这-点，假如把 G 的代数运算不用+而用 
。采丧示，就很容易看出+我们知道1的 f 元是一 1* 假定 m 是任 
意正整数，那么 (JT ^ ^ or 1 )^ 


m = 


m 



]-l + ._，f 1 


m 




lolo … ol 



m 


_ m m _ 

- m = {- a ) 1-(-1) 1 --十（一 l ) 二 » 0 ( ^ T ) = 1^" 

送样以 的不等于零的元都是1的乘方.但0是6?的单位元，照 
定义 

0 = 1 ° 


現在我们规定 

定义若一肀群 G 的每一个元都是 g 的某一个固定元 a 的乘 
方,我们就把 G 叫做鼠还&我们也说， G 是由元《所生成的，并1 
用符号 

来表示.《叫做没的一个生成元. 

我们再举一个例. 

例2 G 包含模找的《个剩余类.我们要规定一个 G 的代数 
运算.这一次我们把这个代数运算叫做加法，并用普通表示加法 
的符号来表示.跟从前一样，我们用 [>] 采表示 a 这个整数所在的 
剩余类.我们 规定： 

⑴ [«] +[6] = [« + &] 

我们先要看一看，这样规定的+是不是一种代数运算我们知道， 



假如 A[a]. 作 [6] 

那么 [i]« ， [& f ]-[6] 


照我们的规定， 


(2) [6 l = [^- r 6^ 

(1)， （2) 两式的左端是 - 杆:的，如果它们的右端不一 柞： 

[a - ft ] 古 W ~i ?/] 

那么我们规定的 4 就 不适种 代数运算了.我们说，这种情形不 

会发生.因为 

就是说 o T ^ra ( n \ b f =b (^) 


也就是说 

" | 〆 -a ， w■ E/ 6 

间此， 

a I (V -a) - (b r —b) 


n\(a ! h)-(a b) 


这就是说 

这 f : 规定的 
&■] + ([&] 
(M ^>]) 

这就足说 

并 n 


[a ^/；. [>16? 

“尨个 g 的 r 数运总 T m 

.[c ]) 二 ->]:A- 「 <r] = [>-t-(& + e)] 二 [a-h6 c 

v [c] [a 」 ^ [c ] [(a -[ 6) f c ] 二 [a-: b r c 

'P~\ I V)' L [rj) ([a] 1 ： 6 ]) 卜 [c] 

[ Ol-r \ a \ ---■ !_0 -r a ] = [ a ] 


所以对于这个加法苌说， （ UP 成1群.这个群叫歃模 w 的剩免 
类加群. 

我们以訪说过，呰通我们 rn 1来怍模》的《个 

剩余类的全体代去 ffl . 所以普通也用[0]，[1]，…， > —1] 来表示 
这符个剩佘类.观在我们就用这 n 个固定的符号来作群<?的一个 
运算表，使得我们对于这个群有一个更淸楚的 印象： ' 
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■ [ 0 一 」 [1 ] … o -21 [71-i] 

■: 0 ] [ 0 ~| []] … [_n —2 ] 二汉一 1] 

:1 ] [ 1 ] [ 2 一 」… [«-l] [ 0 ] 


_7i 一 1] 1 [ 汉 -J] [ 0 ] … ：沒一 3] [tt —2] 

这样得到的剩佘类加群是循环群，闲为 [ in 显然是 g 的一个生 

成元： 6 ? 的每一个元可 W 成 

⑷， l <, i^n 


的样子，这样的一个元 

4 

t 

[c - [ T > kI ]+^ T [ T ] 

我们以上给了两种循环群的例子.这两个例子井不是随意选 
的.实际上，山于这两个例子我们已经汄 I 只了所有的循环群.因 
为我们有 

定理假定 G 是一个由元 a 所电成的循环群％那么 O 的构造 


完全可以由步决定: 


o 的阶若是无限，那么 G 与整数加群同构 
a 的阶若是一个有限整数 h 那么 


同构. 


证明第一个 情形： a 的阶无限.这时， 

a k = a \ 3而且只当 A = 的时候, 



加群 


由办 = A ，可得 a & = V，显然 ■ 如 a 


A 


: 我们可以假 


定而得到 a A - fc -^4a 的阶是无限的假定不合. 


这样， 

i —— >k 

是 g 与整数加群&间的 一一 ^央射 . *但 
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所以 


G=G 


第二种 情形： a 的阶是 = e . 这时 

a h = a 、 当而目.只当 — A 的时候. 

假如 n\h-k , 那么 A -k = nq,h=k-, nq, 

a k = a t+r '' 1 二 W 二 a 11 

假如二二 a * ，叫 h — k^nq -{ r , — 1，那么 

e - a h i: - a n<l ^ r - a nq a r = ea T = a T 

由阶的定义，^0,也就是说， 

这样， 

. aDM 

是 <9与剩余类加群 (？ 间的 - 一映射.但 

a h a k =£t h+k ~ ~ ^[A +^] = [K] -f- [^] 

所以 0=0 证完 

让我们看一看，到现在为止我们对 T 循环詳已经知道了些什 
么.假如有一个循环群，这个群一定有一个生成元,这个元一定有 
— 个固定的阶.这个阶或是无限大，或是一个正 整数爪 由于例1 
和例2,我们知道，生成元的阶是无限大或是一个给定的正整数《 
的循环群是有的.由定理，我们知道，抽象地来看，生成元的阶是 
无限大的循环群只有一个，牛成元的阶是给定的疋整数》的循坏 
群也只有一个.至于这呰循环群的构造，我们也知逋得很 淌楚： 
假如 f ? = («)， a 的阶是无限大，那么 
G 的元是 …， a - \ a -、 a ' a 1 , a ) ，… 

6? 的乘法是 ar l a h = a^ h 

假如 a 的阶是 i 那么 

的元可以写成 . 

夤 

o 的乘法是 a { a k 

这里 i + 十 O ^ r^^n — l 


.MlrJ 
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这样，我们对 T 循环群的存在问题.数量问题，构造问题都已 
能解答，循环群已完全 在我们 的掌握之中.这一节的研讨是近世 
代数的研讨的一个缩影.在近世代数里，不管是在群论里还是在 
其它部门里，我们研究一种代数系统就是要解决这一种系统的存 
在问题，数量问题和构造问题.假如我们对干这三个问题能得到 
如同我们对于循环群所得到的这样完满的解答，我们的目的就算 
达到了. 


; 习 题 

1. 证明，一个循环#一定是交换群. 

^假定群的元$阶是 五证明 &的阶是这甩4=0,幻是 r 和》 
的最太公钽子. 

3. 假定 a 生成一个阶是》的循环群 G . 证明： V 也生成假如 （ r , 

= 这就是说 r 和》互素）. ^ 

4. 假定6?是循环群 ，并 ij .(? 与态.证明 G 也是循环群 

5- 假定是无限阶的蔺环群，6是任何循坏群.证明{:与5间态. 



§8.子 群 

在群论里像循环群那样完全解决了的群只有很少的几种.对 
于其余的几种我们为篇幅所限，不能一-加以讨论.我们以下要 
介绍几种研究任何群都要用到的一般方法.这些方法都是利用一 
个群的子集来 推测整 个群的性质. 

我们看一个群 G . 假如由<?里取出一个子集丑来，那么利用 
G 的乘法可以把//的两个元相乘.对于这个乘法来说，好很可能 
也作成一个群. 

定义 一个群的一个子集打叫做 G 的一个 子群， 假如 if 对 

于 G 的乘法来说作成一个群. 

| 
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例 1 给了 一个任惫群 A f ? 至少有两个 子群： 

1. G; 

2. 只包含单位元 e 的子集. 

例2 Q = ,% t H = {(1), (12)}< 那么 K 是 > S 3 的一个子群. 
因为： 

L H 对子 G 的乘法来说是闭的， 

( 1 )( 1 ) = { 1 ), ( 1 )( 12 )-( 12 ), 

(12)(1)=-(12), (12)(12>-(1); 

B . 结合祚对 T 所有~的元都对，对于彳/的元也对； 

IV, OKH; 

V. (1)(1) = (1) ， (12>(12) = (1). 

现在让我们看一肴， 十 F 集//作成一个子群的条伴是什么. 

要知道好是不是作成 * 个子群，我们用不着像例 2 那样，看好是不 

是适合群定义的全部条件.我们有 

定理 1 一个群 f ? 的一个不空 f 集丑作成 G 的一个子群的充 

分而辽必要条 件是： 

⑴ a> MB=^abai 

( ii ) 」 

证明 若是 （ i ), Ui ) 成心 i / 作成一个群. 

I . 山于（0,好是闭的； 

H - 结合律在0巾成 L 在万中白然成立; 
lv . g // 至少冇一个元《，由 （ m ，// 也有元 f \所以由（0, 

a { a = 

' V . 由 （ ii )， 对下月的任意 x a 来说，丑有元 a 、 使得 

— e 

■ 

反过來看，假如好是一个子群， （ i > 显然成立.我们证明，这时 
( ii ) 也一定成立. H 既是一个群，丑^定有一个单位元《\我 a 



在丑里任意取一个元〜就得到但，和 a 都属于仏所以 
〆 是方程 ya:a { LG 里的一个解.但这个方程在 G 里只有--个 
解，就是 G 的单位元&所以 

e r 二 e(H 


这样，因为好是一个群， 二 e 在丑屮有解心 \Ka r 也是这个 
与程作<?里的解，而这个方程在 GkM 有•个解，就是 f 所以 

o: = a，'m 证完 

推论假定"是群 fV 的一个子群.那么沒的单位元就是 G 的 
哝位元，"的任意无 a 在//里的逆元就是 a 仵 G 里的逆元+ 

( i )，（ ii ) 两个条件也可以用一个条件来代替. 

定理2 —个群的一个不空 子集" 作成 (？ 的一个子群的充 
分而汗必要条 件是： 

( iii ) a,b^H=^ab IOI 

证明 < 我们先证明， ⑴和 ( ii ) 成立， < iii ) 就也成立.假定 
厲于仏由 （ ii ) J — 1 田，由 （ i >， 

ab~ ] ^n 


现在我们反过来证明，由 （ iii ) 吋以得 到⑴和 （ ii ), 假 定奸兄 由 


( iii ) T a- l = e € H ， 于是 





-J 




€夕卜 f 



tra 




假定由刚 〖正明的彳 -<//; 由 （ iii )， 


a(b^r l ^abfM 证完 

假如所给子集 // 是一个有限集合，那么//作成子群的条件更 
要 简单. _ 

定理3 —个群 g 的一个不空作成 G 的一个子群 
的充分而且 必要条 件是： 


a,b^H=^ab^H 

证明这个条件是必要的，无须证明.我们证明它是充分的. 


因为汉是有限集合 ，我 们只须证明，若是适合以上条件， 丑就适 
合群定义的态件 hiuir. 但这是非常明显的，因为I就是给的条 
件,] i,ur 在 g 里是对的，在孖里也一定对.诎完， 

现在我们要认 t 只一种找一个 f 群的一般方法. 

我们在一个群《里任意取出一个不 空了集 s 来， s 包含元％ 
b ， c ， d ， …* 那么 S 当然不见得是一个子群.但是我们可以把 /S 扩 
大一点，而得到一个包含沒的子群. 

利用 S 的元以及这些元的逆元我们可以作各种乘积，比方说 ; 

ab f a ~ 2 c ^ b ^ cb~ { f d 9 c ~ { 

等等.我们作一个集合丑，让它刚好包含所有这样的乘积.因为 
两个这样的乘积乘起来还是一个这样的乘积，一个这样的乘积的 
逆元也是一个这样的乘积，由定理1，灯作成一个子群. 

孖显然包含&包含没的子群一般不止一个，比方说就是 
这样的一个.但一个包含 S 的子群 iT 一 定包含丑.这一点容易 
看出： f 既是-个子群，必须适合⑴ ，（H) 两个条件，因而，由千它 
包含所有汉 的元〜 6, e, …，它必须包含所有的上面所作的那些乘 
积;这就是说， in , 这样看起来 ，丑是 包含厶的最小 k 子驊. 

定义如上得到的//叫橄由我 吧 gf (房 ) 
来表示它+ - 

■ 

假如我们取一个 只包含 一个元》的子集况那么 

W = ( a ) 

是一个循环子群. ' 

习 藤 

1* 找出& 的所有+群. 

2. 证明，群 G 的两个子群的交集也是 (？ 的子群. 

3. 取 A 的子集 S = {(12)，（123)}. 5 生 成的子 曄包含 霉费个 XT —个 
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胖的两个不冋的屮集会不会生成相同的子群？ 

4+证明，循环群的子群也是循环群. 

5. 找出模的剩余类加群的所有子群. 

6, 假定 J ? 是辟 G 的-个 作空 f 集，几 Iff 的每一个元的阶都有限.证 

明 .7/ 作成 丫样的 圯要条 f 个 I 

n ， bzff^=^ab^fl 
_ — ■ j ^ ■ 

、§ 9. 子群的陪桌 . 

■■丨 1 

在这一节里我们要利用群 f ? 的一个子群 H 来作一个 f ? 的分 

k 

类，然后由这个分类推出几个茧要的定理. 

我们曾经利 m —个整数《把全体整数分成剩佘类，让我们把 
这种分类法从另 _ I 个观点来考察-下.我们把整数加群叫妝 <5, 

把包含所有 r 的倍数的集合叫做豆， 

豆二 { hn }， — 2，一 …） 

那么对子丑的任意闼个元加同如来说， 

hn + ( — kn ) = { k — k ^ n^H 

m - 加 是鉍在 G 黾的逆元，十是沒的代数运算，由 fl ， 8,定理2， 
丑是6的一个子群. 

我们把 G 分成剩佘类时所利州的等价关系是 如下规 定的： 

a~b ( n ), 当而且只当 ftla — 6的时候 

但就是说 o — :如，也就是说《— K 豆；反过来说，如果 

豆，也就有所以上述等价关系也可以如下 规定： 

a~b ( n ) ， 当而且只当 a — 的时候 

这样，我们也可以说6的剩余类是利用子群豆来分的.利用一个 
了-群丑来把一个群 G 分类，正是以上特殊情形的推广. 

我们看一个群和 G 的一个子群及.我们规定一个 G 的元中 
间的关 系〜： 
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a 〜 b ， 当而且只当沾―的时候 

给 r a 和卩， a 们 “ r 以唯…决定， ab ~ i 是不是属于丑，所以〜是一 
个关系.但 

I + aa ~ [ . 所以 

a 〜 a 

\ 

a 〜 6=^b 〜 a 

Iff . ab ^ ] ^ H 9 所以 

a 〜 b ，& 〜〜 c 

这样，〜是一个等价关系 . 利用这个等价关系，我们可以得到一个 
g 的分类.这样得来的类有一个特殊的名宇，并且用一种特殊的 
符号来表示它们. 

定义由上面的等价关系〜所决定的类叫做子群 e 的右陪 
集+包含元《的右陪集用符号 "a 来表示 . 

我们所以用这个名词和这种符号是由于以 T 的 事实： 假如我 
们用 a 从右边去乘丑的每一个元，躭得到了包含 a 的类，这就是 
说，刚好包含所有可以写成 

ha (MH) 

形式的 G 的元. 

这个事实很容易证明.假定 

b^Ha 

那么6〜〜也就是说，这样 

b hu (AGff) 

反过来说，假定 

b = ha 

那么如_1=鉍仏也就是说〜这样 

bOia ^ 
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mi (12), (13) f (23),(123),(132)} 

II- UD.02)} 一 一 ~ 


那么 

/^U) = {(1 )? (12)> x Z 

H (13 )v {(13),(123)} … 

//(23)- U 23),(132)} 

我们还 4 以用 （12)，（123)，（132) 来作石陪集 

H (12)，7/(123), ^(132) 2 1 

但因为 

n (12)€ H (1)，023)^(13), (132)€^(23) 

蟢 

所以一定有 

tf (12) 二 H ( l ), //(123)^£ F (13) > //(132) = 0(23) 

我们算一个来测验一下： 

//(123)- {(123), (13)) 

H(123) = H(13) 

这样，子群//把整个群 分成孖 ( 1 ), H ( 1 3 )， H ( 23 ) 三个不同的右 
陪集.这三个右陪集放在一起显然正 是仏因 戚，它们的确是 G 的 
一 个分类 

右陪集是从等价关 系〜： 

a 〜当而且只当的时候 

出发而得到的.假如我们规定一个关系〜\ 

a 〜％ 当而且只当 b ~ [ a ^ H 的时候 

那么同以上-■样可以看出，〜/也迠一个等价关系.利用这个等价 

关系，我们可以得到《的另一个分类. 

定义由等价关系〜'所决定的类 叫作子 群万的左陪集.包含 

元 a 的左陪集我们用符导 a // 来表示. 

^ 同以上—样我 n 可以证明： an 刚好包含所有坷以写成 
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形式的 g 的元. 

因为一个群的乘法不一定适合交换律，所以一股来说，〜和 
两个关系并不相同，丑的右陪集和左陪集岜就不相同. 

俐2 例1里的方的左陪集是 
(1)//={(1),(12)} 

{13 )H = {(13),(132^ 

<23)汀={(23)，（123)1 

这和丑的右陪集并不相同 . 

但是一个_户群的左右陪集之卩 nw ‘个共冏点. 

定理1 一个了-群 H 的右陪集的个数和左陪集的个数 相等: 
它们或者都是无限大，或者都有限并丑相等. 

h 

证明我们把尺的右陪集所作成的集合叫倣足 ，忍的 左陪集 

所作成的集合叫做及.我们说， 

^ : Ha — 

是一个&与&间的- 一一 映射. 通为： 

(i) Ha=m=^ab^ ] Oi=^(ab^ 1 y i ^ba-^H 

=^a_m 

所以右陪集的象 a 的选择无关，4是一个足到 A 的 映射; 

( ii ) S { 的任意元是又的元从 T 1 的象，所以分是一个满 
射； 

(iii) Ila 丰 

及与 a 间既有一一映射存在，定理显然是对的.证完. 

定义一个群 g 的一个子群 h 的右陪集（或左格集) 的令數 叫 
做孖在 c ? m 的指数. 

下面我们要用右陪集来证明几个重荽定理.因为左昧集和+ 
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陪集的对称件，凡是我们以 F 用右陪集的地方也都可以用左陪集 
来代替. 

引理一个了‘群//4/7的 飪一个 右陪集之间都存在一个 
一一 映时. 

钲明 0: h — >ha 

是 JT 与问的 一一 映射. 闲为： 

⑴ H 的毎一个元 h 有 •个唯-的象 

( ii ) Ha 的铋一个允 M 是//的 A 的象； 

( iii ) 假如九 ia = A 2 a ， 那么九! =1证完. 

由这个引理，我们可以得到极重耍的定理2和定理 3. 

定理2 假定丑是一个 有限群 g 的一个子群.那么孖的阶《 

和它仵0?里的指数 j 都能整除 G 的阶 A T ， 并且 

N =^nj 

证明 （？ 的阶 JV 既适有限， H 的阶《和指数 j 也都是有限正 
整数 . G 的 F 个元被分成 j 个右陪集，而且由引理，毎--个右陪集 
都有《个元，所以 


N=nj 证完 



钲明 * 屯成一个阶是 w 的子群，由以上定理， k 整除》的 
阶. 证完. 


例3我们还是看例1 的札冏 H = U 1)，（12)}* 

决的阶是 6 ; //的阶是 2 ; H 有 H 个右陪集，丑的指数是 3. 2 



习 鼷 

1. 证明，阶是尜数的群一定是循环群. 

2. 证明，阶是的群 （ p 是素数）- 定 包含一个阶是 P 的 >群. 

3-假定 a 和&是 一个群 G 的两个元，并又假定 a 的阶是 
&的阶是$并且（叫 ft ) = 1* 〖正明： a ?> 的阶是 mi 

假定〜是一个群 G 的元间的一个等价关系，并且对于 G 的任意三个 
X ^ /来说 t 


ax y ^ ax f =-^ x ^ x / 

证明 ，与 （? 的单位元 e 等价的元所作成的集合是 rv 的一昧. 

5 .我们直接下右陪集的定义如下： Ha 刚好包含 G 的可以写成 

ha (MM) 

形式的元，由这个定义推出以下 事实： （？ 的每一个元属于而几只属于一个 
右陪集. 


6 - + 名 : 我们把同构的群看 作一 样的，一共只存在两个阶是4的群.它们都 


是交换群. 




我们在这一节里要讲到一种最重要的子群，就是不变子群. 

■ 

给了一个群个子群好，那么丑的-•个右陪 0 a 杀必等 
干孖的左陪集以?，这一点我们在上一节的例2里已经看到. 


定义一个群 G 的一个子群汉叫做一个不变乎群，假如对于 
G 的每一个元 a 来说，都有 


Na - a y 

一个不变子群 w 的一个左(或右）陪集叫做 w 的一个曄集., 

例1 一个仟意群 G 的子群 G 和是不变子群，锔为对于 
任意 G 的元 a 来说， 
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&a=ae =a 


例 2 刚好包含群 G 的所有有以下性质的元心 

na - an , 不管 a 是 G 的哪一个元 
那么^是0的-个不变子群.因为 / Oe ， 所以 iV 是非空的.又 

n^^art] , ^a 2 a h ^an 2 - ^niriz^ ^ riian-z^anin^ 

/ia^ an=^n~ l a r n~ 1 ann ^ 1 ^n~ } uan~^ 二 an 叫 

这就是说， 

由 n，s f 定理1， x 是， ^ 子群. ma 的每 * 个元 a 可以同』 v 的毎 
一个7^交换，所以我们显然有价=心，即 A 7 是不变子群. 

这个不变子群叫做 G 的中心， MltVlV . 

例3 —个交换群 G 的每一个+群丑都是不变 T 群.因为 G 
的每一个元 a 可以和任意一元^交换， i?Gf=ax， 所以对于一个子群 

//来说，自然也有 ' 

Ha = aH 

例4 G ^ S ：. 那么 

.V-UD, (123), 〔132)) 

是一个不变子群.#是子群容易看出，因为 A=((l 2 3)) -但 
^(1) = {(1),(123),(132)} ? (1)^ = {(1),(123),(132)} 

N(X2) = {(12) ， (23), (13)},{12)A t = K12), (13), (23» 

所以 A r (l )- A 7 (123)-,V(132) -(1).V = (123)A 7 ^ (132)JV 

JV(12) -^(23)-^V(13) = (12).Y = (23).V = C13)iV 

有一点我们应该注意，听谓 aAT = Ai, 并不是说 a 可以 同及的 

每一个元交换，而是说 iV 和 la 这两个集合一样(参看例 4). 

现在我们看 看 ，…个子群作成不变子群的其它几个条件.我 

们先规定一个符号. 

定义 假定况，及 ，…， 是一个群个子集 + 那么由所 
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有可以写成 

{3 i ^ 

形式的 G 的元作成的集合叫做 A, 而 ，…， /^的乘积.这个乘积我 
们用符号 

S 也… S m 

来表示 ■ 

我们很容易看出： 

定理1 —个群 G 的_ 1个子群 iV 是一十不变了•群的充分而且 
必要条 件是： 

cj A T o _l = N 

对于 G 的任意一个元《都对. 

证明假如 W 是不变 f 群，那么对干 G 的任何 a 来说， 

| 

aN = Na 

这样， 

aNa^^ - {aX)a~ l = (Na')a^ [ = N(aa ~ 1 ) ~ JV^e = N 
假如对于 G 的任何 a 来说， 

aNa~ ] =N 

那么 

Na = (aNa~ l )a~ (aN^ia - ^) {aN)e =aN 
冗是不变子群.证完. 

定理2 —个群 G 的-•个子群友是一个不变子群的宂分而且 
必要条 件是： 

■ 

a€G ， n€N=^ana^€N 

证明这个条件是必要的，是定理1的直接结果.我们迸明 
它也是充分的.假定这个条件成立，那么对于<?的任衔一个元 o 
來说 
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(1) < iNa- { dN 
这样，闶为 d 也是 G 的元，我 H 有 

dad a ( o - x Na ) a ~ l (^ aNa ^ 

(2) N[aNar x 

山 （1) 和 （2) aNoT、=N 


闲而由定理是不变子群.证完. 

要测验一个 T 群是不是不变子群，用定理2的条伴一般比较 


方便. 

不变子群所以重耍，是因为这种子群的陪集，对于某种与原来 
的群有密切关系的代数运算来说，也作成一个群. 

我 n 再回过去看 看整 数加群 <5. 我们知道，一个固定整数 
^的所有倍数 作成- 个子群 0 L 9). 这个子群我们现在把它叫做 
N , 因为6是交换群，犮是一个不变子群.我们也知道，犮的陪 
集，也就是模〃的剩余类，对子代数运算 

+ : [ a ] + M _:[« 十 6] 

来说，作成一个群:剩余类加群(I，7,例 2). 

把一个任意不变子群的陪集作成一个群的方法正是以上特例 


的推广. 

我们看 一个群的 * 个不变子群兄 
个集合 

8- { aN 3 bN , cN , — > 


我们说，法則 

{ xJSKyN ) = Ocy、N 

是一个这的乘法.要看清这一点，我们只须证明，两个陪集 arif 和 


^ ■ 让我们看一看: 


假定 

那么 



jcA r --=^JV ? yN -:y，N 

/ 邦1 ， (% ， n^N) 
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但由于 W 是不变 子群， 




n'y f (N = y’ N 

所以 抝/ - 〆 ％ ( w ^ A 7 ) 

工 y yy f {n ； (n 2 ) 

jc g G / j / y f IS 7 

由此我们果然有 

jcy X ^x r y f N 

定理 3 —个不变子群的陪集对干 b 边规定的乘法来说作成 

一 个群. 

证明我们 诎明 群定义的条件 imv 能被满足， 
h W 然， 


11 . (xNyN)z^ 、 lU:g)N 飞 zN 二如 yz)N 

xMifNzN )^ { xyz、N 

IV eAW 「 { eM ) N^--xN 

Y - x^^NxN -- 尤） A T = eiV 证完 


定义 一个群 G 的一个 f 变 _f 群 W 的 陪集所作成的群叫做一 
个 商群. 这个群我们用符号 G / A T 来表示. 

因为 W 的指数就是 Y 的陪集的个数，我们显然有， 商群 G/y 
的元的个数等的指数. 3 G 是有限群的时候，由 IU 9^^， 



W 祕 


----- O/N 的阶 


习 麵 

^假定群"的不变 " F 蛘人 的阶是 2. 证明， G 的中心包含汉. 

■ 


2. 证明，两个不变子群的交集还是不变子群. 
3-证明，指数是2的子辟一定是不变子群. 




4、遐窀 IT 是 

e 
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是 (； 庐爷群， W 是 G 的不，子 _■ ■ 琏明， HA ? ： 羹£狰子策 



举例证明， G 的不变子群 JV 的不变子群 M 未必是 G 的+变子群 （取 

G 二 H 0 :- ， 

G. + — 个群 G 的可以写成 a- 1 Er 1 a & 形元叫做换位子 . 证明： 

( i ) 所有的有限竹换位子的朶积作盖6的一个不变： T 群； 

( ii ) f ?/ C 是交换样； 

( iii ) 若 W 是 G 的一个+变子群，并且是交换那么 . 

_ V^C Ct # •匕 

办 'w 

§ n . 同态1不变子群 u，if 

在不变 了- 群，商群 y 同态映射之间存在几个极端重要的关系. 
知道了这几个关系，我们才能看出 _子群和商群 的重要盘义. 
首先我们有 " 

n 

定理1 一个群<? N 它的商群 GjN 同态， 

证明我们规定一个法则 

a - >gp A r 

这 M 然是到 6?/ V 的一个满射.对千 G 的任意两个元《和6 
来说， 

ab ^ofeA T = CaN) (bN) r 

所以它是一个同态满射.证完. 

由群的一个子群可以推测整个群 (？ 的性撖，我们在 L 9已 
经看詞了一点.假如我们有一个不变子群 a , 由 n， 10,我们知道， 
就同时有两个群可以供我们利用，一个是 Y 本身） 另一个 是商群 
O / N , 現在定理1又告诉我 fN，G 与 f?/A + 同态，这样我们自然更 
容易推测 g 的性质. 

不变子群的重要性不仅在这一方面，因为在某种意义之下，定 
理1的逆定理也是对的.我们先规定一个名词. 

走义假定必是一个群 G 到另一个群々的一个同态满射. O 
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的单位元 S 在4之下的所有逆象所作成的 G 的子集叫做同态满射 


杏 的核. 

定理2 假定<?和0是两个群，并且 G 与6同态^5么这个同 
态满射的核#是 G 的一个不变 T 群，并且 

证明我们用6来表示给的同态满射.假定 a 和&是 W 的任 

何两个元，那么在4之 K ， 

a - - > e ^ b - - >e 

因此 ab ^ 1 —— > ee ^ ] = e 、 

这就是说， 

友是 G 的一'个子群.假定地 A T ， a ^ Gt 而且在辛之下，-.那 

么在冷之下， 



ana ~ 1 



^aea 




这躭是说， 





W 是 G 的一个不变子群. 
现在规定一个法則 


aN -—— ->a — ^(a) (a^G^ 


我们说，这是一个<?/#与沒间的同构映射. 因为： 

(i ) aN = bN^=^b - 1 a€N=^B - 1 E= e^-^a=b f 

这躭是说，在 0 之下 G / N 的一个元素只有一个唯一 的象； 

( ii ) 给了 6的一个任意元 I 在<?里至少有一个元 a 满黾条 
件冷 （《)= 石，由#的定义， 


aN ——^给的5 

这就是说， P 是 g / a 到 的 满射； 

(iii) aN 丰 bNb ， 1 a〔N 玩 + 毛 =^ 在 .b 

Civ ) 在中之下， 



aN b N ab X - ^ab =db 

1 一 

这样 g / n=g 证完 

定理 i 羿诉我们， 个群 g 和它的每一个商群同态，定理2告 

Wt J 

诉我们，抽象地来看， Q 只逢和 它的商群! nj 态， m 以我们可以说，定 
理2正是定理1的反而.我们知道，当群 G 与群沒同态的时候 

的性质井不同 c 的完全-•样.但定嗶2&诉我们，这时我 n- 定 
找得到 G 的一个不变 r 眸 A% 使得6的性质和商群 Q / N 的完全 
一样.从这取我们可以苕川，不变子群和尚群的重耍意义. 

群的同态满射的梭是一令不变子群，这一件重要事实是一个 
一般事突的特例.我们知道，在一个 M 态满射之下，一个群的若干 
性质恐不变的，苦十性质是会变的.让我们看一看，同态满射对干 
子群和不变+群所发生的影响如 M . 为说明方便起见，我们先规 
定子集的象咭逆象这两个槪念. 

定义 假定4是集合 Z 到集合2的一个满射. 

我们说， s 是 d 的一 个了集 s 在4之下的象，假如月 ®r 好包含 
所有^5的元在4之下 的象. 5 - ^ 

我们说， S 足冱的•个 F 集及在 i S 下的逆^假如'卸@包 
含所冇 S 的兄在4之下的逆象. 3 ' 

定理3 假定 (？ 和 G 是网个群， 1 并让 G 与那么在 
这个同态满 射之下的 、… 

( 1 ) G 的 -I 个 _ f 群//的象互是 G 的一个子群； 

( H ) G 的 - 个不变 f 胙 iV 的象及是 G 的一个不变子群. 

讶明 我们用必来灰示给定的 W 态满射. 

(i ) 假定足 D 的两个仃意元，井且在4之下， 

a >5， b - >5 { a y ：' 

I 

I 

ab " 1 - > ab~ L , 


那么在 UK , 



但由于"是子群 ， ab ^ FJ , 闲此由于互是 H 的在多之 K 的象， 
品 H 这样， 

a f hH =^ dJ >“' 乏11 

豆是沒的一个子群. 

( ii ) W 既是 ( S 的一个不变子群，由 （ i )， 我们知蒽及是 G 的一 
个子群.假定6是 G 的任意元3是及的任意元，而且在多之下， 

a ->迂 ， n - ( a ^ G f n ^2 V ) 


那么在4之下， 

' ancT 1 - ^€ mg~ l 

但由干灰是 G 的不变+群， ana ^ eN , 因此由于犮是蔑在0之下的 
象， 犮. 这样， 


a ^ G t n ^ N =^ and- ] ^N 


友是 G 的一个不变子群.证完. 

定理4 假定 G 和@是两个群，并且 G 与 G 同态.那么在这 
个 ㈣ 态满射之 f 的 

(i ) G 的一个子群 H 的逆象好是(?的一个子群； 

( ii ) 沒的一个不变子群犮的逆象及是的一个不变 子群， 


证明 我们用4来表示给定的同态满射. 


(i ) 假定 a ，& 是汉的两个任意元，并且在4之下， 

a - > d，\'b - 

那么由于 H 是吞的逆象， A b ^ H , 因而 ab ^ H , 但在必之下， 

air 、一 ― 卜 

所以 w - ieff- 这样， 

C )， ㈣ 切 

H 是 G 的一个子群. 

( ii ) 犮既是 G 的一个不变子群，由 （ i ), 我们知道 JV 是 G 的 
一个子群.假定《是 G 的任意元，《是灰的任 意元， 并且在多 
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入一 j 



之 T ， 


an — ~>n 

那么证兄因而山丁-及是不变 子群， ana - [ ^ N . 但在 0 之下， 

ana ~ [ — ^ dna rl 


mVXana ^ tA - 这样， 

A T 是 G 的一个不变子群.证完. 

这样，一个群的一个子集是否一个子群以及是否一个不变子 
群这两个性质，在一个同态满射之下是不变的.这一点更增加了 
子群以及不变了群的重要性. 

W 态满射的核足不变 f 群，这一件事女 显然 是定理4, （ ii ) 的 
一个特例. 


习 暖 


U 我们看一今 集合』 到集合5的满射表证明，茗5是忌的逆象 ，忌一 
定是5的象！但若云是沒的象， S 不-定是及的逆象- 

2. 假定鮮 G 与群 ㊁ 同态，乂是 J 的一个不变子群， JV 是及的逆象 * 证 
明， GIN ^ GIN , 

3. 假定 G 和 G 是两个有限循环群，它们的阶各是《>和》.证明，与& 
同态，当而乱只当 》 lm 的时候. 

4. 假定 G 是一个循环群， W 是 G 的一个子群.证明，也是循环群. 


) Gr - c ^ 

rn 

a ^ « 
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第三章环与域 

在前一箪里我们把群的基本性质稍为讨论了一下.现在我们 
要谈到其它两种代数系统，就是环与域 . 在高等代数里我们 C 经 
看到，仝体整数作成 个环， 全体有理数，全体实数或全体复数都 
作成一个域.即此可兕，环与域这 阴个概 念的重要性.同我们対 
子群的讨论一样，在这 卓里， 我们只是要讨论环与域的若 P 最基 
本的性质，并 a 认识几种最重要的环与域，使得我们一力 m 对于中 
学代数有更清楚的了解，另一方面得到作进一步研讨的基本知识. 

§1. 加群、环的定义 

在环的定义里要用到加群这一个概念.我们先把这个槪念说 
明一下，抽象群的代数运算到现在为止我们都用乘法的符号来表 
示.但我们知道，一个代数运算用卄么符号来表示是没有关系的. 
一个交换群的代数运算，在某种场合之下，用加法的符号来表示更 
为方便. 

定义一个交换群叫做一个 加群， 假如我们把这个群的代数 

■ 

运算叫做加法，并 a 用符号十来表示. 

群论里的许多符号都是因为把群的代数运算叫做了乘法才那 
样选择的.闪此在加群里我们有选择新符号的必要.符号一改变， 
许多计算规则的形式当然也跟着改变.现在我们简单地说明一下 
加群的符号和计算规则. 

由于加群的加法适合结介律， n 个 Jta u a 2 , …， ( I ， 的和有意 
义,这个和我们有时用符9 来 表示： 
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a 2 -\ ra n 

i=i 


一 个加群的唯一的舉位元我 们 用 0 来表示，井且把它叫败零 
元.我们有以下 u ' 算规 则： 

(1) 0 -a = a f 0 =fl (a 是任意元） ® ^ 

元沒的唯一的逆元我们用一^来表示，并且把它叫做 a 的负 

元（简称负 O ). 元 6) 我们简写成 — 6 (念成减 &). 由这 


两个定义以及交换群的件质，我们存以下计算 规則： 

( 2 ) a~\~a = a_a = 0 

(3 ) 一 （ 一 a) = a 

(4 ) a-r c - - b -、a 


( 5 ) — (a 」 b) —a — b ， — (a — b) = 

比方说要证明 （5) 的第-式，照一 （a + & ) 的定义，只须证明 

(― a_&) + (a 十 &) = 0 

而事实上， 

i_ — a — b) … a + ( 一 & 乂 士 為-亏 Q-- 

_ m m ■ ■ 

抑 个 《 的和是正整数)我符号⑽来表示，并且把它叫 

败 a 的 ra 倍（简称 n 倍 a ): 

W 个 

— ■■ " _■■ 

卜 … \-a 

正如乘法群的情形一样，我 n 进一步 规定： 

(— u ) a — (舶 ）， Oa - 0 

这里第一个0是整数零，第二个0是加群的零元.这一点初看似 
乎很混乱，但正如用 w — 符号来表示两种+冏的代数运算的情形 
一样，习惯了就不觉得有什么不便了，这样规定以后，对于任何整 
数 w ， n 和加群的任何义 a ， 6来说，都有 

十抑 a) (ml n)a 


_ ft ] • 





WllvH-bffHU 





(S) 




ni_a + 6) - na-\-nb 

这几个公式与乘法群的相当公式完全乎行.我们要注意，这里的 

整数⑽，《 - . feM : 是逆雙巴 

' ‘>非空子集沒作成一个子群的充分必 
要条 伴足： - 1 

a , b ^=^ a -\- J>GS 

ct ^ S - — y — a 三 iS 

(7, b ^ —— 一 bQS 

观在 IL 我们看 +看 ，什幺叫做一个环. 

定义 一 个集合 J ? 叫做一个环，假如 

1. 及是 一个加群， 换- 句话说，丑对千-个叫做加法的代数 
运算来说作成一 $交换群； 

2. 对^] ‘个叫做乘法的代数运算来说是闭的； 

3. 这个乘^适合玷 合汴： 

n ( bc } = ( ab}c 

不管是 J ? 的哪 H 个 

4 . 两个分配律都 成立： 

a ( t > 4 - c ) —ab \-ac 

(6 4 c)a --ba -\- ca 

不管 a ， 是 / e 的哪三个元. 

由高等代数已知，全体整数怍成的集侖对于普通加法和乘法 
来说作成一个环. 

在没有举别的例以前，比我们先看一看，在一个环里有些#么 
计算规则. 

因为一个环是一个加群，上面的计算规则 （]) 到 (6) 在一个环 

* 82 * 



里都成 立. 

由于两个分配律以及负元的定义， 

(o — 6 )c — 6 c - [{rt — 6) -[ b^\c - ac 

c{a — b) — r &= r [ C « —&) 4 & ] — crt 

这样由 （4)， 

(7) ( a — b ^) c ^ ac~bo 

c(a — b )- ca - cb 

由 （7 )，{a — a ) a -- a(a — a ) = aa — ⑽ ^ 0,因此， 

(8) Ort - aO - 0 

意，这甩的 0 都是 及的零 x . 

由分配律，负元的定义以及 （8)， 

a & 二 （一 a ) 办二 -(a —— 0) & 0， ab a ^ — b ) - a{b — b ) = 0 

因此， 

(9) { — a ) b ^ a (— h)^—ab 

由 （9) 很容易梏出， ' 

(10) 〔 一 a )( — b ) —cth 

因为两个分配律都成立，而加法乂适合结合痄，所以 

(11) 十 &2 +…+ 石 n )-= a 6 i 卜+ … 

d 4 心 + … f - b]G f b^ft 丄 …+ b n a 

由 （ id 可得 

(12) 0_ -I ■… f a m )(6i -I - \-K)~ 

■ — raA -■- … + a.„&i 十 … ~\ o m b n 

, JH 扠 

以上等式的右端我们有时也写作这样， 

i = l ?^=1 

( m \ / * \ ?n 7 i 

以 - is 吨 

t-l /\ Ji= l / i=l i*l 

由（11)， （ S )， （9)，对干任何 整数〜 i ? 的任何 a ， &来说， 


r.-* I|”P* 





(J3) 


( na}h - a(nh) — n(ah) 

因为乘法适合结合律个元的乘积有意义.踉群论里一样， 
«个0 的乘 积我们用符兮^来表示，并且把它叫做 a 的找次乘方 

(简祢狗次 方）： 

w 个 

a * - ⑽… a U 是正整数） 

这样规定以后，对 T 任 N 正楛数 肌， n ， 与 i ? 的任何元 a 来说， 

(14) W ■ a … 

( a rrt ) H = a" ft 

由以上各条我们可以石出，中学代数的计总法 m —个环里差 
不多都可适用+ u 冇很少的儿种皆通 u 算沾在一个环电不一定 
对，这一点我们在下里讨论， 


习 鼷 

J 

氺节内所给的加群的一个孑集作成一个子群的条件是充分而 

且的. 

2 . R ={ 0 , a , b . c }^ 加法和乘法由以下两个表 给定： 



0 

a 

b 


0 

“ 0 
b ^ 


b r 
c h 
0 


c \ c b a 
证明，五作成一个环- 


X 0 a b e 


0 



c 



0 


, 0 0 

! 0 a 

E 0 a 


0 0 
0 0 
b a 
0 ^ 


§2. 交换律、单位元、零因子、整环 

若干普通计算法在一个一般的坏里不成立，他们要在有附加 
条件的环里才能成立.我们在这一节里先讨论环的三种重要附加 
条件. 
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交换律在环定义甩我 flfj 没有要求环的乘法适合交换律，所 
以在-个环 ■ A 米必等千比方说，上一节的习题2里的环就 
是这样的一个+这种环的例子我们以后还要碰到. 

俏一个环的乘法可能是适合交换律的，比方说整数环. 

定义一个坏叫做一个交换环 d 段如 

ab = ba 

不管是丑的哪两今元. 

在 一 个交换环里，对下任何正整数 n 以及环的任意两个元〜6 
来说*都杯 

W = («6 ) rt 

单位元在群论里我们已 S 畜面位元的重要性.在环的 
定义里我们没有要求一个环要有一个对于乘法来说的单位元 .m 
一个环假如有这样一个元，我们可以想象，这个元也会占一个很重 
要的地位. 

定义一个环五的一个元6叫做一个单位元，假如对 于五的 
任意元 G 来说，都有 


ea = ae ^ a 

一般，一个环未必有一个单位元. 

■ 

例1丑 =( 所有偶数).&对千普通加法和乘法来说显然作 
成一个环.但五没有单位 X . 

但在特殊的环里单位元是会存在的，比方说整数环的 1. 
—个环及如果有黾位元，它只能有一个.因为，假如及有两个 
单位元 e 和心那么 

ee r = e = e r 

在一个有黾位元的环里，这个唯一的单位元习惯上常用1来 
表示，我们以卜也采取这种表示方法，当然 ，一 个环的1 —般不是 

普通整数1_ 
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我 m 暂时只看有单位元执坏. 

在这种环里我 n 同群抡里一样，如下地规定一个元 a 的零次 


方: 



我们也规定什么叫做一个元的（对乘法來说的）逆元， 

定义一个有黾位元环的一个元&叫做元《的…个逆元，假 


如 


ba = ab = 1 


一个元 a 最多只能有一个逆元.因为，假如 a 有兩个逆元& 

和 a 那么 ^ 

bab f - b(ab f )=bl = b 

— (ba)h f ： 1 b f h f 

当然•个元 a 未必有逆元.象整数坏是一个有单位元的坏，但除 
T±i 以外，其他的整 数都设 柯逆元. 

如果一个元 a 有逆元，那么这个唯一的逆元我们同群论 M- - 
样用来丧示，并且规定 

a ^=( a^ x y 

这样规定以后，对这个 a 来说 ，公式 

a nt a"--= a :，t % < a^) " - a ' H 1( 

就对干任何整数叫"都成立丫. ^ ^ 

零因子我们证明过， - 个环的两个元 S 司^果有一个 
是孓，那么 M 也等干零.可足 

( 1 ) ab Q^r—^a= 0或6 = Q 

这 -条呰 通的计算规则仵一个一般环 11UT 不一定 成立. 

例2及 =( 所有模《的刺余类).我们替及规定过一种加法 

[«1 ： L &] - [ H &] 

并且知道丑对于这个加法来说作成一个加群.现在我们要替及规 


86 



定一个乘法.我们规定： 

( 2 ) = 

模《的剰余类是由整数间的等价关系 

a^b{n), 当而 aH 当 Vci- 6 的时候 

所决定的.若是 

[«i - V], Lfc ： j-Lb r ] 

那么由等式 

fib - ^t'b 1 -a(b- b ! ) r(« —W 

容 li 证明 

[ ab 1 — : [ aV ] 

所 a (2) 足一个丑的乘法，由 l 述加沾和乘法的定义易见：乘法适 

合结合律，汴 a 两个分配律都成立.闪此 h 作成一个环.这个环 

叫做模《的剰余类环. 

■ 

若是 r 不是 素数： 

n -ab, w 十 a ， n ^ b 

那么保 环五里 

闪为 [0] 正是 i ? 的零元，这就是说， （1) 在 里 不成立， 

定 X 若是在一个环里 

a ^0,6 ===0 ab -- 0 

我们就说，《是这个环的 - 个左零因子，&是一个右零因子. 

我们要注意，一个环荇是交換环，它的一个左零因了当然也是 
一个心零因了.但在非交换环中，一个本因 T 未必同时是左也益 
和零因了.比方上节习题2里的< ㈣ 时达風子，邱是 
blfUc 就仅 子而 +，左 

一个环当方说整数环.•显然，在而且只 
在一个没有零因子的环里 (1) 式才会成立. 
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例 3 由髙等代数知，'个数域尸上4刀矩阵对子矩阵 
的加法和乘法来说，做成一个有单位元的环.当《>2时，这个坏 
是非交換环,并有零因子. 

零因子存在不存在 M 消去律成立不成立也旮密切羌系. 

定理在一个没有零因 f 的环里两个消去律都成立： 

I iv ^ a 料 ， ab = ac=^b = c 

〜 、 aqtO ， ba~ ca=^b c 

反过来,在一个环！ 如果打 〜个消去律成立，那么这个环没有零因 

子. 

证明假定环丑没冇零因了*.闪为 

ab ~ac^=^a(b — c) = 0 

在上述假定之下， 

a 手 0 ， ab — c — 0 >6 — c 

闻样可证， 

£ 3 ^ 0 , ba^ ea=^>b = c 

这样，在 i ? 里两个消去律都成立. 

反过来，假定在环及里第一个消去律成立 t 因为 

ab = 0 =^ab = a 0 r 

在上述假定之下， 

^ 2 =^= 0 , ah — 0~ yb — 0 

这就是说， j ? 没有零因子.第二个消去律成立的时楱，情形一样. 
证完. 

推论在一个环里如果有一个消去律成立，那么另一个消去 
律也成立. 

以上我们认识了一个坏可能适合的三 件： 第一个是 
乘法适合交换律，第二个是单位元的存在，4三个是零因子的不 
存在.一个环当然吋以同时适合一种以上_加柰件; Wltg 合 
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以上避笋要. 

_ ■— ■■ ■ \r A __> ■ ^ ^_ ■ 


定义 


个环丑叫敗一个整环，假如 


乘法适合交换律: 


ab = ba 

2 , 有给位元 1 : 

lfj — al=n 



3. ft 没有審进子： 

ab -- — 0^5—0 "3 

I 

这里〜 6可以是/£的任意元. ' 

整数环显然是一个整环. 



习 题 

1 . 证明，二项式定理 

( a + 6” ㈡ ⑴ … +6- ^ 广， 

在交换环中成立.说，^ ' 

2 . 锻定一个环 b 对车加法‘说 作成一 个梦备^ 

3-坻明，对午^位元的环来说，加法适 f 交換律是环定义^件 
的结果 〈利用 G 十?) Mi + i )). f / 

4 . 找一个我们还没有提到过的有零因子的环. 

s - vs ^ m , 电所有实 ft &是整数） 作成的集合对干眘通加法 

^和乘法_说是一个鳜环 . t ^ 

y 1情外 

§ 3,除环、域 


現在我们要谈到一个环可能适合的另一个附加条件.我们已 
g 在环里下过了逆元的定义，并且知道环的一个任意元不一定有 
一个逆元.我们问，在一个环里会不会每一个元都有一个逆元? 
在振特嫌的镛釤齐这*可能的. 
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例 1 R 只包括一个元 a ， 加法和乘 法是: 


o + o = a ? = a 

及显然是一个环.这个环丑的唯一的元 a 有一个逆元，就是《本 
身， 

但当坏丑至少有两个元的时候情形就不同了.这样，丑至少 
存一个不等于零的元《，因此 Oa =0 妾久这就是说，0不会是況的 
单位元.但⑽二0,不管& 是及 的哪一个元.由此知道， i ? 的0不 
会有逆元. 

例1的环没有多火意思，我们可以不去管它.现在专看至少 
有两个元的环.这种环的零元不会有逆元我们已经知道.我们进 
一歩问，除了零元以外都有一个逆元？这是可 
能的 ■ 

例2 全体有理数作成的集合对子普通 加法和 乘法来说显然 


是一个环.这个环的一个任意元显然有逆元 

定义一个环 i ? 叫做 - 个除环，假如 
1* A 至少包含一个不等子零的元；、 

2. R 有一个单位元； 

3 . 方的每一个不等于零的元有一个逆元. 

定义一个交换除环叫做一个域. 

•fa 

照我们的定义，例2的全体 有理％ 的集合是一个璩.同样， 

，全体实数或全体复数的集合对子普通 tin 法和乘法来说也各是一个 
域.这都是交換除环的例子.非交换除环的例子在下面躭要看 
到.我们先看一看，除坏以及域的几个最重要的牲质. 

(«) 一个除环没有零因子.因为： 


a 丰 a6 —0=^« _1 o&^6 = 0 

(&) 一 个膝坏 i 的不箏子零的元对子乘法来褊怍破」 




因为： 由于 ( a ), 对于乘法来说是 闭的； 由于环的定义，乘 
法适合结合律;有单位元，就是 i ? 的单 位元； 由子除环的定义. 

的每一个元有一个逆元.只*叫做除环丑的 乘群. 这样，一个 
除环是由两个群，加群与乘群,凑合而 成的; 分配律好象是一座桥, 
使得这两个群中 . 

由于 （ a ), (&)，在一个除环只里，方程 


ax = b ^0 ya b (a, b^R,a^Q) 

各有一个唯一的解，鈍是厂洛和 6 «乂在普通 数的计 算里，我们 

把以上两个方程的相等的解用土来表尕，并且说，上是用 0 除 6 所 

a a 

得的结果.因此,在除环的计算里，我们说， a 1 &是用 a 从左边去 
除 6 , ba ^ 是用 a 从右边去除 6 的结果.这样，在一个除环里，只 
要兀0=^=0，我们就可以用 a 从左或从右去除一-个任意元这就 
是除坏这个名字的来源.我们有区分从左除和从右除的必要，因 
为在 一个除环里， 0 ^ 6 未必等于 ba ~\ 

现在我们看一 个域. 在一个域里， crAzh - 1 . 因此我们不妨 
把这两个相等的元又用^■来表示.这时我 们就可 以得到普通计算 
法： 


( i ) 当而且只当的时候 


( ii ) 



ad \ be 
bd 


( iii ) 


b d 


我们只证明 < i 广 


ac 

bd 





^ctd= b£ 
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并且因为消去律在一个域内成立(域无零因 子）， 


士 +_^ == ^ bd $+ bd _^ == ^ ad . bc 

0 d o a 

其佘两个式了-的成立电只要两边用砧一乘就可以看出. 

我们现在给 - 个非交换除环的例. 

例3 { 所有复数对 U ， j 8)}+ 这里 

- (〜，木），当而乩只当 a 、 : 二 a 2 , 鈐 d 的时候. 

R 的加法和乘法是 

( ai ， 芦 i )( Of 2 , 此 ）= ( CTi 6 f 2 —芦1 尽2, A 沒2 +# L 反 2) 

这里5表示的是 a 的共轭数： 

■ 

a -- «! f o 2 i ? a = Oi-o 2 t (〜，叱是实数） 

对于加法来说，/?显然作成一个加群.用简单的计算，我们可 
以验证，乘法适合结合律，并1两个分配律都成立.因此丑作成一 
个环. 

丑有一个单位元，就是 （ i ， o ). 我 m 看晰二个元 — 

( a , 点）= (<Ji - hb 2 t ), ( at , ai , Aa 是实敢 ） 

由于 ( a ,/3) ia f ~~^)=--( a f - j 3)( a ^) = C a a^m 0) 

而 aa + 泠否 =af 十十十 6! #=0 ， £1 = ^3 ― "0 

所以只要(《，卢)不是五的零元(0,0)，它就有一个璋元' 

( ^ _) 

这样，丑是一个除环. 

$不是交换环.我们算一个 例子： 

I 

“， 0)(0, 1)-(0,1),(0, 1)(“ 0) =(0, 一 I.) 

(至，0)(0，1)手 〔0， l )( f ，0) 

■ 

这个环叫做四元颺麄坯 I 

_ ■ 
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到视在为 th ， 我们 Q 铨把几神最常见的适 ' 合附加条件的钚都 
稍微谈到 r 一下.为了能够把它们的隶属关系看得更清楚一点起 
见，我们列一个表.我们要注意，一个域二定是一个整环. 


交换环 


I 

有单位元环 


无军^子环 


I 

整环 




域 


以下我们用到最多的是整环和域. 


习 题 

所有复数 rt + K ( n t b 是有理数 ）}+ 证明， F 对于普通加法和乘 

法系橈是一个域 ，^ i ^ ^ ? 

>^5^彳所有实数 a + 6是有理数） }. 证省， F 对于普通加法 

和乘法来说是一个域. 

3. 证明 f 一个至少有两个元而且没有零因子的有限坏是 - 个除坏. 

4* 诬明，例3的乘法适合结合律. 

5. 元数除坏的任盘元 k + e + di )^ 这里 a 6, 是 实数， 可 

( fl , 0)+(6, 0)(i, 0) + (/ ： ,0)(0, I) + (d, 0)(0, i) 

的形式 ， 


s ^ 无零因子环的特征 

我们以上肴到了在各种环里有‘些普通计算规则是可以适用 
的.有一秭普躁則不怛 在一般坏里，就是在适合条件比较 

最 張柏环 ——域果面也还不一定能够适用^就是规則 
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( 1 ) 


a ^=0 


^ ma = a -\- a -\ - 


例 


我们看一个模 p ( p 是 素数） 的剩余类环我们说 ， P 


是一令域. 


我们只须证明 F 的不等于零的元作成-个乘群因为乘 
法适合结合律，而乂是-个有限集合, JT 作成乘群的条 件是： 
对于乘汰来说是闭的消去律成立，但 


• 山 Tp 是素数， 


p-^ a,p^ y 


^p\ab 


这就是说， 

換一句语说， 
I' 

这就是说， 
換一句话说， 








p\a^—ajc f 二 a(/ — 十 


令 p \jc — x* 


[似] =[似二， M [o]=> W 

Wi>]=[>][y]，Men 


>w=[〆] 


这样，俨果然是一个乘群，而 f 是一个域. 
在这个域里我们有 

[ o ]= f [0] ? 但 p [ a ] = 
这一事实.因为不管是尸的哪一个元， 




P 



P 个 


r mm^rn ， 广 — i 

p\_a>~\ = [a] H - h[<3]^[«H--**H-a] = [ 坪 ] =0 

現在让我们看一看， U ) 所以不一定能够成立的原因何在.假 
定及是一个坏.我们知道， fl 的元对于加法来说作成一个加群. 
在这个加群里每一个元有一个阶.由于阶的定义， 月的 一个元 
在加群里的阶若是无限大，那么不管辨是哪一个整数，济 a ^ O ; 若 
的阶是一个有限整数 A ， 那么 = 这躭是说，对于 JI 的一个不 


等于零的元 a 来说， （1) 能不能成立，完全由£1勘》#里时阶是 


无限还是有限来 决定： 的阶无限， a ) 成立；《的阶有调 ft Hi ^ 



在一个环里，可能某 子零的元对于加 法來说的阶是 

无限 t 另一个 不等： F 琴一— 

A = ( C ) 是两个循环群，6的阶无限 ， C 

的价是%同 A 都是交换群，它们的代数运算可以用十来表 
示.用加群的符号，我们有 
A =( 所有站 ( A 是整数 ）1, 

kb = Q ， 当而 兑只当 fc =0 的时候 


% =(所有是整数））， 

hc = 0 , 当而 BL 只当 的时候 

■ 

我们作集合五所有符号 ( A &， 以）}， ( hb & G x XG 2 h 并眷 
R 规定一个加法： 

ihibt ^ L c)-f (k 2 b 9 k 2 c) = (A16 十 hib, &iC 十 h<0 


等式右边括号里的第一个加号表示 A 的加法 * 第二个表示的是％ 


的加法.及对于这个加法来说，显然作成一个加群.我们 再替及 


规定一个乘法: 


^ + I ^ / VJ^^t ^2^5 5 一 （ 0 ， 0) 


那么及显雛 

这个环的元(仏 0) 对子加法来说的阶是无限大，但元 (0, c ) 的 

阶是 

这样,在一个一般的环里， （1) 这个计算规则可能对于某一个 
元来说成立 * 对于另一个元来说又不成立. 


在一个没有零因子的环里情形就不同了. 

定，1 在一个没有零因子的环及里所有不等于零的元对于 
加法来说的阶都是•样柞. 

^ "证明 如果苫的每一个不等于零的元的阶都是无限大，那么 
定理悬对的.骽定 及的某 一个元0手0的阶是有限整数〜而6是 
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五 的另一个不等于劣的元.那么，由 C 1,(13)， 

( ni)b ~ a ( nb ) — 0 

■ 

因此，由于 a 妾0,五无零因+，可得 n & = 0. 这就是说， 

&的阶的阶 
同样可得， «的阶的阶 

这祥， a 的阶=&的阶 证完 

定义一个无零因+坏及的非零元的相同的（对加法来说的） 
阶叫做环五的特征. 

这样，一个没有零因子的 环及的 特征如果是无限大，那么在 
E 里计算规则 （1) 永远是对的；及的特征如果是有限整数，这个计 
算规则就永远不对.特征是一个很 ® 要的概念，因为它对环和域 
的构造都街決定性的作用.现在我们进一歩证明 

定理2 如果坏丑的特钲是有限 整数〜 那么《是 
一个素数. 

证明假如》+是素数： 71 = 71 ^ 2 ^ \ n u n ^ n 2 ^ 那么对于及 
的一个不等于零的元《来说， 

这与没有零因子的假定冲突.证完. 

推论整环，除环以及域的特征或是无限大，或是一个素数 


在一个特征是^的交换坏里，有一条很有^计算法，就是 

(a 十6 ) 方 ;V + b p 


这是因为 

(a -\- b) p 二 + … 

而 ) 是》的一个倍数的 原故. 






埋 


^^定尸是一个有四个元的域.证明 
(«) F 的特征是 




) F 的士0或 1 的两个元都适合方程/ 


+ 1 + 


假定 [>] 是椏《的_ t 剝余类.证明，若《同 u 互素，那么所有[<的 


数都 G 素（这时我们[«]问 m 互素）, 



lu\A iK 


3,证明，所南>1 »互素的模 n 的剩余类对下刺余类的乗法来说作成 
个辟 （W «互素的剰佘类的爷数普通用符号 < U ) 来表示，并且把它叫做■尤拉 



必函数). 




4，证明，荇足<^) = 1,那么<^*匕10)[费马定理], 




_ 

J 


5. 子环、环的同态 


以上我们给了几种环的定义，并且讨论了一下在环里的计算 
法.现在要谈一谈研究环当然也离不开 
这两个基本概念. ^ 

定义一个环 i ? 的一个子集 占叫做 i ? 的一个子环，假如 S 本 
身对于及的代数运算来说作成一个坏. 

一 个除环 i ? 的一个 T 集 S 叫做 K 的一个子除环，假如 S 本身 
对于 i ? 的代数运算来说作成一个除环. 

.同样，我们可以规定子整环，子域•的概念. 

一个环的一个子集的条件显 然是： 

a, b^S=^a~ b^S，abGS 

一个除环的一个+集占作成一个子除坏的条件 M 然是： 

( i ) S 包含一个不等子零的元； 

( ii ) a , b ^8=^ a - b^S — 

a ， b€S,bi=0=^ab- 1 ^ 
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例 1 if 本身是环及的子环.由0—个元所作成的集合也是 
B 的子坏. 

例2 —个坏/?的可以同每一个元交换的元作成一个子坏 
(这件事实的证明我们留给读者当作一个习麺）.这个子环叫做卫 
的中心. 


关干子环我 们萼时 这二 


现在我们看一个环丑间另外一个不空集合艮及有两个代数 
运算， 一 个叫做加法，一个叫做乘法 + 由 i ，8, 定理 i , 2, 及 n ， “ 
定理1，我们立刻可以得到 


定理1 若是存在一个及到及的满射，使得忍与否对于一对 


加法以及一对乘法来说都问态，那么及也是一个环. 


以下我们若是说两个环与丟同态（同构），我们的意思永远 
是存在一个 i ? 到及的满射 （ --映射)，使得及与云对于两个环的 
一对加法以及 -* 对乘法来说都 M 态 ( H 构）. 

同群的情形焚似，我们有 

定理2 假定/?和月是两个环，并且与云同态.那么 ， E 
的零元的象是云的零元， i ? 的元 a 的负元的象是 a 的象的负元.并 
且，假如丑是交换环， 那么云 也是交换环;假如及有单位元1,那么 
R 电 有单位元 T , 而 A T 是1的象. 


我们要汰盘，一个环 因了;^二: 经个同 

姦溝射是疋 r a " r 以们^不例 • 

例3 设及是整数环，及是餐剰余类环，那么 

0: a - >[cp] 

显然是及到方的一个冋态满射.我们知道，及是没有零因子的，但 
当抑不是素数时，丑有零因+, 


这个例告诉我们，丑没有零因子时，与及同态的 蘑零 奴有. 
例4丑={所有整数对对于代数运算. . 
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(aj,-j- (ct ? , b^) — (fli -i fltj, -h&2) 

(O! J b \ ) 63) = 6162) 

来说， J L 碎然作成二 现在我们用 A 来表示整数环，那么 

0: («，&) - 、a 

显然是一个五到充的 M 态满射.丑的零元是（0,0)»而 

(… 0 )( 0 »( 0 , 0 ) 

所以五有零因子.但方沒 

这个例告诉我们，丑子与丑 M 态的 及叮以没有 . 

但 J ? 与及间若是有构 ifet 存在，这两个坏的代 数性质 

当然没有什么区別.所以有 ,^ 

定理 3 假定 iM 同月是两个环，并且 那么， 若五是整 
环，允也是整环；及是除环，力也是除环;丑®或，身也是域. 

在以卜 的 讨论黾，我 f 门有时需要作一个环，使得它铤含一个给 
定的环.碰到这种倩形的时候，我们常要用到底下的关于同构环 
的定理 4. 我们先 UE 明 

引理假定在集合 Z 与冱之间存在一个 一一 映射 A 并且 Z 
有加法和 乘法. 那么我们可以替 i 规定加法和乘法，使得4与 i 
对于一对加法以及一对乘法来说都同构. 

证明假定存:给定的 1 …映射之下， d 的元 Z 同 j 的元 y 对 

应.我们规定： 

a \h — c f n + 6 二 c 
ah — d , 若 ah 二 d 

这样规定的法則是 J 的加法相乘法，因为给 r ^ ^ ib , 我们可以找 
到唯一的 o 和&，因闹找到唯一的 c 和 A 唯-的^和1 

这样规定以后，必她然对子一对加法和-对乘法来说都是同 

I 

构映射.证完. 

' 鼸驗 4< v _ 兹占是坏五的一个子环, JS 在吞 里的补足集合（这 
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就是所有不属子沒的 i? 的元作成的集合）与另一个环 S 役有共同 
元，并且 及- 那么存在一个与丑冋构的环瓦而 K 及是及的子 

环- ( 

证明我们假定 

I* 

否-二 { D ” …、 、 

并且在6与及间的同构映射4之 F ， 


■ w 

B 的不属于 S 的元我们用《，&， 


>5 


…来表示 . 


这样， 


E = { a ,, b ^ ■■- \ a y bj -'} 

现在我们把所有的心，1，…同所有的 a ，6, …放在一起，作成一个 
集合昃 

E^{a^h a , — > T &， …} 

并且规定一个法则 

i >； — ^ — 

t 显然是 一个丑 到月的满射.我 n 看丑的任意两个不相同的元. 
这两个元若是同时属于及 或是间 时属于 s 的补足集合，那么它们 
在妒之下的象 m 然不相同.若是这两个元一个属于攻 一 个属于 
这 的补足集合，那么它们在 P 之 f 的象一个属于艮一个属 子沒的 
补足集合；由于 々与 s 的补足集合没有共同元，这两个象也不相 
同.这样，於是及与月间的 一一 映射.因此，由引理，，们可以截 
為规定加法和乘法便得 ' 

R^E 


由丟的作法， R ^ S . S f 来有加法和乘法，并且作成一个环. 
但这还不是说，及是忑的因力肩是及 15 ^环的湓思是，及对 
于及的代数运算籴说作成一个环，我们把月的加法節蜂用平籴表 


示，及和这的加法仍用 + 来表示 + 


假駐 , 


d 承的愈元， 



丼且 


那么由 t 的定义，以及由十及与 々同 

x 3 -]- p t ^ z t 

这就是说，假如只看对于 i 的影响， a 的加法与@原来的加法没有 
什么分别.同样可以法对于忌的影 
响也是- 样的. 这祥 确是€的子 

■ 

习 强 

1. 证明 ，一 个环的中心达一个交换子环 . 

2. 证明，一个除环的中心足一个域. ^ 

3* 证明.有理数域是_有复数 a+W (义6足有理数）作成的域 g(i) 的 
唯—的 G-i ! !zrt9^ 

有有两个 fig 构映射，七二\^ 

表示模3的剩余类所作成的集合.找 J/ 的所有 fl 同构映 
肘，再找出域 A 的所有自同构映射. 

6. 令 K 是四元数除环， B 的 T 集5 =彳一 W(a.O)}， 这电0是实数，显 
然与实数域忌同构.令异是把万中~换成忌后所得鬼合；替云规定代数 
运算，使 H 兰否.分别用^*:友示豆的元（^0)，（0，1)，〈0,0，那么云的 
七可 以写成 

a + bi +cj -bdk («, h . c , d 是实数） 

的形式（参看 l 3, 习题 5). 验证， 

i 2 j 1 = ^ i= — 1 

ij = = jk — — kj= fci = — Uc = j 

§ e , 多项式环 

我们已经有了一般环的定义.现在要认识一种特殊的环.这 
种环在 it 学里占一个重要的地位. 

fe 金@是一>有 单位元 g 交换环,^是凡的子环，井且包含 

■ ■!■■■■ ■ I 
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A 的黾位元.我们在 I 里取出一个元《来，那么 

… —oso+o^-f- -ra ft a™ (a^R) 

有意义，是的…个元. 

定义一个可以写成 

£ l 0 + a 1 «+ … t ( a /应， 《 的整数） 
形式的私的元叫_^^的的-个 多项式 ， A 叫做多项式的系 

数. '.，-)、. 

现在我们把所 有及上 多项式放在一起，作成一个集合， 

这个集合我们用五来表示.我们要注意，对于/«<?*， 

a u -\ -- hOa n+ N - hOa " 

所以当我们只看 i ?[«] 的有限个多项式的时候，可以假定这些多项 
式的顼数都是一样的.因此，的两个元$加，乘适合以下公 

式： C 

(0。+ … + + (&0十… +& H a fl ) = (oq + & o ) + …+ 

( tfo + … + a m oT )(& 0 丁 …十 & n aT ) = c 0 + … +<;*+/〜* 

这里 c t ~ a ^ b h -\- aib k ^ + * • +«*& o — 2 

n -/=* 

这两个式子告诉我们，别 >] 对于加法和乘法来说都是闭的.由千 
我们也有 

_ (。0 + … + 0„« - ) — 一 (Jo … 一 a B . Cf * 战[<3(0: 

所以是一个环.吼 a ] 显然 是 私的 和 g 的最小王萍* 

Jird 叫做 丑 h 的 a 的 — 

上面的计算法显然正里的 多项式 的计算 
法. 

对子一个任意的 a 来说，当系数叫, …， \恭时 
候，很可能 a 的多项式 1 n , 

- 、气 ^ 
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比方说，当 af / i 的时候，取 Ot — 1,那么多顿式 


% 十 — a — a--0 


定义 V 的‘个元^叫做0 


『，假如在及里找 


不到不都等 F 零的元 


0 


-y€l 


n 


Uq \~OtX 


i— ■ 





节 




我们主要是讨 


根据上述定义，丑上的 
项式）只能用一神方法写成 


来，使得 

，- 1 0 

名 项式 ■ 

项式，(简称一元多 




A » 


土^ c s (〜㈤ 


的形式(不计系数是零的项）.対于这种多项式可以如通常 
引入次数的概念， 


样， 


定义令 


a ^ Jf ： 


a〆 ， 


是环丑上一个一元多项式.那么非负整数抑叫做这个多项式的次 
数.多项式0没有次数. 

对干给定的来说，心未必舍右及上的未定元 ■ 


例 E 是整 


是乜含 


整数）的整环. 


这时对凡的每一个元 a = a ^- bi 来说，都有 

、 (a 3 + & 2 ) + ( - 2a^+ ^ 


定理 1 给 7 zr ; f ^^^ 


勺交换环]«，/一定 有衣上 的未定 


元 j 存在，因此也就有丑」 




证明我们 


步 


VJ. 



，首先我们利#来作…个环我们让户刚好包含所有 


无穷序列 


( aaw ， …），这但只有有限个 a 种 


我 n 限定: 
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只在 = = 0,1, 2,…）时， 

(^ D . t^lr …）= ( Hb 2 , …） 

我们规定一个加法： 

(^ot«ij … ）十（ &0,6 丨， … ） —{a^-\-ba r Wi 十 &1 ，…） 

显然这是一个 p 的代数 y 算，而上 I 户对于这个加法来说作成一个 
加群.这个加群的零元是（0,0, 0, …）. 

我们再规定-种 乘法： 

(a 0 ， aj ， a 2 , … ）（ 6 a ，&!，& 2 ”，）= (c 0 , q，Ci …） 

这里 c t = ^ 吨 ([= 0,1，2,…） 

例十 t 

址然这也是一个户的代数运算，并且送个乘法适合交换律. 

这个乘达也适合结合 律：叫 

(£ t 0 J ci t ? a 3 , —){ b { 9 b lf b 2f … ）=( d 0 t d lt d 2 , …） 

[( a 。，％， ...）（6。，&]， *.-)](〜，〜，—> = C ^ o^if …） 

那么，照乘法的定幺， 

心= a 九 

» rj=tn 

e P - 2 li 心〜 

jn+A.= n 

s f s ^ b J V * 

JH--Jc=n \ i-p j— b» / 

把 •• Khj ,， …） （〜， Ci , …）]计算一下，可以得到同样的 
结果. 

这两个$数运算也适合分紀律：叫 

…）[(办0,办1，…）…）]= ( do , 木，忒2,…〕 

那么，由加法和乘法的定义， 
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广 (心 J + C J ) 

把 (ao ， a” … ）( b 0 ， b ” ^*)-\-{ a ^ a u -0(c OJ c Ir …)算出来，显然会 
得到同样的结果. 

这柞 f 作成-个交换环. 

在戶 里我们有等次 


⑴ (« o * 0, 0, -■.)(、 & |T …）= (%& 0 ， a 0 & i ， …） 

由这个汉 +我们 " r 以得到 

(]， o , o , ■■】）（&〕，& 1 ，……） 

这就是说戶冇单位元 

2. 第二步我们利用3得到 * 个包含的坏 i 由等式（1)， 
我们<以得到 

(2) ( a ， 0, 0,…）(6, 0, 0,… > =(吨0, 0,…） 

由加法的定义，我们 w 

⑶ （ a ，0,0，“.） 1 (6, 0 3 0,…&，0,0,…） 

和(3>告沂我们，全体 (a, 0,0,…）瑕汊的 P 的元作成-•个子环 
A 并瓦" 

一一 （G， 0, 0, .**)<— >a 

是月与丑间的一个同构映射.因为1? 同户根 本没有共同元，由I， 


5,定理 4 ,我们可以用 J ? 来代转瓦而得到一个包含 五的环 & P 
也是有黾位元的交換环，并且户的单位元就是五的 f ~~ • 

3. ，后我们证明我们叫 



我们说， 



k 个 



当 & = 1 时，这个式子显然是对的.假定对于— 1，式子是对的. 
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那么, 


公 - 1个 

— (0,1,0, …）（0, 0,…，0, 1，0,…） 

■丸， S 响，…） 

V *- J =^ ，中 1 / 

但这里只有1和心；等 T ]_ 其余〜，1都等干零，所以除了在 

这个和 ! fi 冇一项 《] 心- ! = 1 = 以外，其余到处都 

i + 卢 1. 

是零，因此 

公个 

= ( dTC ^75 n ,.> 

现在假定在 P 里， 

。。十…方斗…，0 ( a ^ 0 O 

那么在 p 里 

( a 0f 0, ■■•) + («:,()， …） J ： 十…十…） #-: (0,0,…） 

这祥，由 O ) 和（1)， 

( a & a 〗， …，0, ■•■) = (()，0,…） 

因而 0。二七=■■‘ = a rt = 0 

这正是说，^是及上的未定元，证完. 

以上所说的多项式的槪念很容易加以推广.我们还是看一个 
有单位元的交换环仏，和它的一个子环尽 丑 包含及 0 的单啦元. 

S 

我们从札里任意取出《个元《 1; « 2 A 来，那么我们可以作 只 
上的的多项式环五[«1]，然后作上的心的多项式环 

这样下去，可以得到跹〜]!：〜]… [〜]• 这个环包括 
所有可以写成 

⑸ S 

(礼'明, 但只有 有限个 a 卜 ，户 0) 
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形式的 允. 

定义一个冇 （5) 的形式的元叫做忍上的 oh ， 心，… ，心 的一 

个多项式.叫做多项式的系数. 

环冗 [ a ]][ a 2 ] … [ f / n ] 叫做 i ? . j : 的 </!■ or 2 .…，的多项式环, 
这个环我们也用符号机心，仏，…，％.]来表示. 

我们容易看出，在吼 A ， a 2 ， …，0%]里，两个多项式相加相乘 
适合以下计算法： 

I ■■人 

- S (-『 . /卜 &…… 

* ■… 

V 1 f\ ji， h ，iic / 



这里 …二 

同上面类似，我 n 有 



定义尽的《个元心仏…，&叫做及上的 无关未定元，假 


如任何一个丑上的 々■心，…， x 的多项式都不会等于零，除非这个 

多项式的所有系数都等于零. 

定殲2 给了一个有单位元的交换环丑同一个正整数％ — 


定有及上的无关未定元 h， …， A 存在，因此也就有丑上的多项 
式环 …，在、 


进明由定理1，我们玎以找到一个 Rl ^ U ^ 2 , …，使得 A 
是五 Oh 而，…，; Cm ] 上的未定元，我们说，这样得来的〜 

A 是 i? 上的无关未定元.这一点用归纳法可以 看出： A 显然是 a ： 
上的无关未定元.假定…，心^是五上的无关未定元.我 
们很容易看出，由 
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( 6 ) 


i 

可得 2 d …二 0 

‘丨 ■—n 

S( S 、 \ ^n B =o 

*n \*1 ■ ill- b / 

这样，因 为心是及[>1， …，、 t 彳上的来定元， （6) 如果成立，一定有 

2J a ti ^^V — v i n ^ r^O 二0,1，*") 

1、" 本 m 

因此，由于 ^ l ^ Zr …，^是 R ll 的无关未定元，可得所有 

a 1 i … i , - - 0 

这就是说，心^ 2 , …， A 是 丑上的 无关未定元.证完. 

上述《个无关未定元的多项式(筒称 n 元多项式)的定义与普 
通《个无关变数的多项式的定义并不相同.但这两种多项式有很 
类似的性质.这两种多项忒的计算法相同，我们已经看到.进一 
步我们有 

定理3 假定〜…,和 Rla lf a 2f …， aj 都是有单 
位元的交换环及上的多项式环， A， …， A 是及上的无关未定 
元，々， (1 2 , 是上的任意元.那么 

E[_x u x 2 , …， a 3 , …， 《J 

同态. 

证明我 n 用 fOi ， A ，— f ^) 来表示丑 [>n 龙 a ， …，的元 

i'-in _ 

用 /(0 fi ，《2, …， A ) 来点示现《1， …， 的元 

、那么 /(〜 仏…， — >； f ( U ： j ， …， 

• id 


是 …,到 现〜 …，的一个满射.因为：给了 

一个现化怎2,…， J ,] 的 Ay ， 巾于^|，々，… A 是无关未定元 ， _A 
有一种方法可以把 y 写成多项式 fUi ， w ， ^).这样，依照我们 
的规定，只有一个象，就是八《1,«2,…， A ). 另一方面，显然这 
个映射是一个满射. 

由于在…，或 K [ C ^， cr a ， …， a H ] 里两个多项式的 

相加或相乘是适合同-规律的，以上映射是同态映射.证完. 

定理3告诉我们，若 ET _ x ^ …， A ] 的若千个元 

… ， - - ， / 坤（不 1 ，.，■，怎 n) 

之问有一个由加法和 乘法讣 算得来的关系存在，那么用一个包含 
的交换环 fi u ( R 的单位元也是私的单位元）的任意 n 个元 
^， …，〜 去代# …， 这个关系仍然成立.这正是说代人的 
可能，但代人的可能正是普通多项式的一个重要性质. 


习 


m 



假 


整环. 



个整环，那么: K 上的一元多 



[^]也是一个 



f 


2 . 


定 If 是模7的剩余类环 . 在 E [: cl 里把乘积 

([3] jc s + [5 ]jc — [4])([4]工 2 1 + [3]) 


计算出来. 

3-怔明: 




0) BC«n a ^]=- R [«^ a t ] - 

( ii ) 若心而是上的无关来定元，那么每一个砍都是及上的未 


定元. 

4* 怔 明： 

( i > 若是 ^1* ^2 i …， a 和 y [， 没 2，… t w 是 W 上的 两组无 关未定 7 C t 那么 
( ii ) B 上的一元多项式环 Ji |>] 能与它的一个 真子环 同构. 
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§ 7 .理 想 


现在我们回到一般环的讨论. 

我们已经知道什么叫做一个孑坏.在这一节里我们要讨论到 
—种特別重要的子环，就是理想子环.这种子环在环论里的地位 
同不变子群在群论里的地位类似. 

定义环的一个非空子集51叫做一个理想子环，简称理想, 

假如 

Cl) a,b^(=^a ~ 迚 

(ii) a€3l, 

由于 （ i ), 一 个理想 W 是一个加群，由于 ( ii )， 31对千乘法来说 
是闭的，所以一个理想一定是一个子坏.但 ( ii ) 不仅要求沉的两 
个元的乘积必须在进里，而江进 一 步要求，沉的一个任意元同 i ? 的 
一个任意元的乘积都必须在里.所以一个理想所造合的条件比 
一 般子环的要强一点. 

我们首先要问，一个环是不是一定有理想7回答是肯定的.因 
为一个环 i ? 至少有以下两个理想： ' \ 

1. 只包含零/[的集合，这个理想叫败丑的零 a 想； 

2. K 自己，这个理想叫做 J ? 的单位理想. 

有的坏除了这两个理想以外，没有其它理想，比方说除环. 

定 a 1 — 个除环 i ? 只有两个理想，就是零理想和单位理想. 

证明假定 M 是 i ? 的…个埋想而江不是零理想.那么诅如 
拍， 由理想的定义， a — 4 = ]€叱因而尺的任意元6 = 軋这就 

是说，证5^ 

因此，理想这个概念对于除环或域有多太用处 .. 

—般来说，一个环除了以上两个理想以外是会有其它繼想釣. 
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我们举两个例. 

例1 看整数环此那么一个固定整数 n 钟 的所有 f g 数0 
( xMi 佳成一个理想 . " 

例2 看一个坏 A h 的-元多项式环 K [ x ], 那么所有多项式 

aK+« 2 r 2 十 •" 十0 ^：(；" (n^l) 

作成 iiDr] 的一个理想. 

以上两个 理想显 然既不是零理想也不是单位理想. 

给了一个环/?，我们可以用以下方法来作一些 J ? 的理想.我 
们在 B 里任意取出一个元《来，利用 a 我们作一个集合包含 
所有可以写成 

S 

( #1 时1卞 …十‘ saA ： at±na 0“ u ， 托丑， w 是整数) 

形式的元.我们说 ， 3[是及的一个理想.闶为 ：两个 这种形式的元 

相咸显然还是一个这种形式的元；用丑的一个元 r 从左边去乘 

的一个 允也得 到一个这种形式的元，就是 

L{rx { )ay^ - \-{rx tSi )ay^rat ] - (rs-^-nr)a 

用 r 从右边去乘级的元，怙形一样. 

^显然是包含 a 的最小的理想. 

定义上面这样的 M 叫做由元 a 生成的主理想，这个理想 
我 tl 用符^ 2^^：. 

以下用到最多的理想就是主理想. 

一个主理想 (《) 的允的形式并不足永远像上面那样复杂. 

是交换钚 ( a ) 的元 显然都 可以写 f 

. ra-\-nct 是整数） 

的形式， 

当 I* 有单位元的时候， （a) 的允都可以写成 
的形式，因为达时， 


sa = sal, at — lat f na = (nl )<ii 

当及既是 gy 环又有单位元的时展 , ( o ) 的允 的形式特别简 

单，这时它们都可以写成 

^ra (r ^E) 

的样子.这样，例1里的理想就是由《生成的主理想 00. 

主理想的概念容易加以推广. 

我们在环 J 2 里任意取出馆个元 a 2 ，…，来，利用这 m 个 
元，我们作一个集合％使级包含所有可以写成 

h 十 5 2 卜 … +〜 ( SifXai )) 

形 式的及 的元.我们说 W 是及的一个理想.这一点很容易证明, 
我们看31的任意两个元 o 和 V ， 

a = 5i 十攻 2 十 … 十攻 m (^ t €(«i)) 

a ' 士 + … + (/‘€(〜）） 

那么，由于 心一 

0 —a r = (S| — 攻 /) 十 （A —O 十 … + ( 、一《„/) 专 W 

并且对于的一个任意元>_来说，由子 re ^ s . raa ^, 

ra = rs l 十？ * 况 2 十 •■* + rs m ^ $( 

ar = sjr-f s 2 r-\ - h« w r 

^ 显然是包含 au « a ， … t a m 的最小理想. 

定义 ^ 叫做由 a if a 2 ，…， a m 生成的理想这个讓想我! H 用 
符号0^，0( 2 ,…， aj 来表示， 

4 

我们举一个例 . 

例3 假定及 [幻 是整数环 j ? 上的一元多項式环.我 n 看机況] 
的理想 i 因为 交換坏 ， （2, JT ) 由所有的元 

2 p i {x)+xp i i^ (PiOF)f 於 (J)€^>]> 

作成；换一句话说,（2>别好包含所有多項式 

n 

( 1 ) 2 a 0 十 0 〆 +…十 <*_ 名 " （ o 4 €*,»X)> 
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我明，（2，均不是-个主理想. 

假 #2iar) 二 （KrU， 那么2 €(批5)\於 囡而 

2 = 5(ar)p(r )， x=^h(x}pix) 

但 2 — q(x)2(^i=^p(^) =« 

x =nh(x") - > a= -1-1 

这样，士 1=；|(幻€(2，/).但±1都不是 （1) 的形式，这是一个矛盾， 

习 題 

1. 假定 B 是俩数环，证明，所有整数 4 r ( r £ B ) 是 E 的一个理 想礼等 
式 N = (4) 对不对？ < 

2* 假定 JJ 是整^ ■ 证$(3,7)二⑴」 

3. 定例3的: B 是有理^7^时（2,幻是一个主理想， 

I^IE 明，两个理想的交集还是一个理想， 一 ^ _ 

5/找出槙6的_余类环的所有理想 . t D [ J ^^] 

6 t —个环 Ji 的一个子集 S 叫做 ii 的一个左理想，假如 I 己飞〕 

( I ) ^ b ^ S —^ a - b^S 

( ii ) rOi -^ r^S 

你能不能在有理数域 F 2 X 2 矩 阵环里 找到一个不是理想的左理想 T 

§8. 刺余类环、同态与理想 

我饤巳经说过，_在环论里所占地位同不变子群在群坟里 
所占堆位类似.在这二节 i 我说明这一点. 

给了一个环及和及的一+理€级，若我们只就加法来看，及作 

■ 

成一 个群 ， 《t 传成 u 的一个不变子群. 这样 级的陪集 

[ a ], [6]，[ c ]，.. 

作成及的一个分类，我们现在把这些类叫做模《的确 I 余类.这个 
分类枏当于及的元親的一个等价关系，这个等价关系我们现在用 
符号 
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a = bO )() 

来表示（念成 o 间余 & 模 5 t >. 因为上述的群是加群 ，一 个类 o ] 包 
含所有可以写成 _ 


a 七 (u 0 i) t 

的形忒的元，而 两个元 同金的 

a = b (%) 7 3 而且只当 a 的迓的时候 


我 H 把所有剩余类所作成的集合叫做瓦并且规定以的两 
个法则 


[ a :, !-[&»■&] 

[«][&] [ a &] 

由千 W 是一个理想，^用上述同余条件容易证明，这两个法则 
是及的代数运 

以下 两个定理与群论里的两个相当定理完全平行. 

定理1 假定丑是一个环 ，沉 是它的一个理想，犮是所有模沉 
的剩佘类作成的集合，那么及本身也足一个环，并且及与云同态. 

证明 映射 


a - >[o] 

显然是/?到丑的一个同态映射，所以 j ? 与云同态，而龙是一个环, 
I 正完. 

定义 r 叫做环丑的模沉的 类^ 这 个环我 ri 用符号 
采表示 • 

定理2 假定丑卩彳月造两个环，并且尽与！ q 多*那么这个 w 

态映射的核 沉是丑 的一个理想，并且 

.. ■ - 

证明我们先证明纸是及的一个理想.親定 t 
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那么由的定义，在给的「司态映社立之玉* 


< Pl < k ) Z 


0 


a 


^0 T b 


(5 是丑的零元) 


这样， 


a — b 


>0-0^0, a - b 0^ 


假定 r 是刀的任意元，而且在4之 F ， 


> r . 那么 


ra 


^07^0 


- >70 —Oj ar 


ra&U ar (^ - - 


现在我们 i 正明忍 / 沉 g 及.我们规定-个法則 


垆： 


>] 




我们说，这是一个及/级与及间的同构映射.因为 


[a] = [61=^a^ 6 €议 


-b =a 


-0 




妒是一个及 / 纸到否的映射.但步显然是一个满射，并且 


M 手 [&] 


令 a — &£组 


a — 1>-- a — b ^ O - ^ a^b 


分是一个及/议与丟间的 


■«- ■- 


-映射，由 T 


[a] -p-[5]- [o 十 — » j-b—d-^b 


->jb =€ib 


想 d 不变子 


平行地位 


t 是冏构映射.证完. 

以 i 两个定理充分地说明 

現在让我们回过去看一看整数的剩余类环.整数的剩佘类环 
■ 

是利用一个整数 k 同整数环用的元闻 WT 价关系 

a^b («) 

霹#系与利用尽的主理想 （ O 来规定的等价 


关系 




a^b (( to )) 


样.因为第一个等价关系是利用条件 


n \ a^b 


第二个等价关系是利用条件 


9 一 6以泠) 
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来规定的，而这两个条件没有什么区别（参看 fl ，9). 这样，槙《的 
整数的剰余类环正是 mnh 

实际上， 一般的剩余 类环正是整数的剩余类环的推广，所以连 
名称以及以上两种等价关系的符号都相同. 

最后我们说明一点.我们知道，子群同不变子群经过一个同 
态映射是不变的（参看子环同理想也是这样. 

定理3 在环到环弄的-个同态映射之下， 

( i ) 及的-个+环 W 的象月是方的一个 子环； 

( ii ) 的一个理想 m 的象页是月的 -个理想； 

( iii ) 月的一个子坏及的逆 象况是 i ? 的一个 子环； 

( iv ) 月的一个理想豇的逆象沉是 B 的一个理想. 

这个定理的 i 正明同群论里的相当定理的证明完全类似，我们 
把它省去. 


习 


麵 


U 假定我们有一个环 B 的 个 分类，而 S 是由所有的类 [ dj ，[ c] t 
所作成的集合，又假定 

M + =isr+y^ M [j/] = [a ： 3/] 


規定两个 S 的代數运 
[0] 的《的剩余类.^ 


[0 J 是 B 的一个理想，并且给定的赛觸好是摸 




彡是环 Ji 到环哀的一个同态 满射. 证明，必是 B 与充闽的苘构 



当面且只当必的核是 H 的零理想的时讎. 
假定丑是由所 | r 复数是整数) 




的环 . 




环 fi/U 十 i ) 有 


9 . 最大理想 


以上是关于环的一般讨论 • 以下我们要认识 两种冉 7-个交换 
环来得到一个域的重要方法 * 第一#就是利用最大理想的方法 + 
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走义 




-个 环及的 -个不等的理想级叫作一个 最大通 


想，假如， 同级 自己以外，没有包含&的理^ 

例1我们看整数环尺.我们说，由一企素数异趙主 
理想 ( P ) 是 * 个最大理想. 丙为： 假定沿是-个不等子 ( iO 的 H 的 


理想7 i 


^ Z ^( p ) 


那么$ -定包含一个不能被$整除的整数 g . 由于 j > 是素数，？ 
与多 互素，所以我们可以找到整数 s 和#，使得 

sp 卜 一 ■ 1 

mp 也属于沿，商 且沿适 理想.所以 

iejs , 

n 

让我们看一看，利川最大理想，怎样可以由一个环来得到一 
个域.首先给了 个环凡我们可以利用及的一个最大理想来得 
到一个环尾使得及除 r 零理想 m 黾位理想以外，没有其它的理 
想. & 

引 a 1 假定&是环及的一个 理想， 剰余类环 i / at 除了零理 
想同单位理想以外不再有理想，当而民 只当级 是最大理想的时候. 
证明 我们用 $ 来表 示及到 的同态满射 t 
我们先证明定理的条件是充分的.假定级是最大理想，眾是 


月的理想，并且 


I ■■ 

沿妾0 


那么，由 HU ， 定理 3 ,在4之下的否的逆象衫的理想，沿显然 
包含身而 且不等 于级，所以 




沿二 R , 茁二丟 


这样， S 只有 零理想 同单位理想. 

/现在我们 逋明定理的条件也是必要的.假定&不是最大理 
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想： ID % f 沿是及的理想， 且既不等于戽也不等 于札那 
么，由 H 定理3，在多之下的 汜的象 ® 是及的理想.山于怨 
大于 I 

^ 也不会是异.不然的话，対 Ti ? 的任意元 r , 可以找到 8 的元 

b f 便得 

[ r ] = [ b ], r 一私纽匚沿 

于是，由于$是理想，可以得到< 队 m， 与假定不合：这 
样，及除 r 零理想同单位理想以外还有理想浯.证完. 

我们知道，--个 域只有 零理想同单位理想.反过来，-个只 
有这两个理想的环当然还不见得是-个域 . 但是我们有 

弓 I 理2 如果一个有 f 位元的交换环除了零理想同单^理 

有： fc 仓的里 抱 ， 那么1； 一定是一个^ 

证_我们看丑的任意元 g 所生成的主理想 （ a ) 昆然 
不是零理想，于是由假定， (a)=^R. 因而 J ? 的单位元 l €( a > ■但 

(<*) 的元都可以写成 ra { rm 的形式，所以 

l=^a r o 0*’€B) 

这样，五的 每个不 等于零的元都 有一个 逆元， 5 是一个 城~ _完. 
由以上两个引理我们立绅可以得到 ::了: 

定翬 假定 有单吳 元的交换气 ，纸是友 g 二年 舞. 

Rm 是一个域，当而且*只当纸是一个最大理想的时供. 

这样，给了一个有单位元的交换环五，我们只 要找聲 的 
一个 最 大理想％就可以得到一个域及/1 

供 2 及是整数环，（#>是由素数，所 生成檐 圣峰感 ^摹么 
由上面例1，別 ( P ) 是一个域.这个结果我们 在麗， 4，己链挣到 

过. 







习 


理 











E /{1 + 


一 f 6 乂 

假定是由所有处数 rt + 6 i db 是整数）所作成的环.证明。 七於 



- 个域 . 


iS^vJ 




2 - 我们着环及上的一个一元多项 式坏艽 [ C . 当艽 是整数环时 ， SM 
的刑想是不是最大当丑是有理数域的时候，情形如何1 

3. 我们看所有偶数作成的环 J ?. 证明， （4) 是 B 的最大理想，但 H /(4) 
不 是一 : 

^二+我们看有理数域 〆 h 的全部 2 X 2 矩阵环 A 2 . 证明， F £S 只有零理 
想同单位理想，怛不是一个險环. 


§ 10* 商 域 

现在让我们看一看，由一个环來得到一个域的第二种方法. 
我们知道普通整数的集合作成一个坏，有理数的集合作成一 
个域，而整数环是有理数域的一个子坏.现在我们问，给了一个 
环足是不是可以找得到一个除坏或域包含这个兄一个坏及要 
能被一个除环或域包含，有一个必要条伴，就是丑不能有零因子, 
因为除环或域没有零因子，当及是非交换坏时，这一个条件还不 
充分，因为有例子告诉我们 ，一 个无 零因子的非交换环不一定能被 

一个除环包含（参看： A . Malcev , On the Immersion of an 

— 一 ■_■_-■ 

Algebraic Ring into n Field, Math. Ann. P* 113. 1936 ) ‘我 

们在这一节畢要征明，当 J 2 是交换环时，以上条件也是充分的. 
我们所用的方法完全是由整数和有理数的关系得来的. 

走邐1 每一个没有零因子的交换环丑都是一个域 (？ 的子 

环. 

讶明当及只包含零元的时候，定理显然是对的.我们看至 
少有两个元的夂用〜…来表示 J 2 的元，我们作一个集合 
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在 4 的元间我们规定一个戈系 


很明显， 



(a ，b 中 0 、 

当而 FI 只当 aE /= V 6 的时候 



(ii> 

我 ntk 有 

( iii ) 

因为：由 

可得 



(aW —(ab f )K 二 ㈣) b' ， -(a'b^b^ia^ b F )b-{a rf t>)b f 
但妾 0, J ? 没有零因所以可得 

ab rt ^ a r b 


T^V 

这样，〜是一个等价关系. 

这个等价关系把集合』分成若千类我们作一个集合 

对于队的元我们规定 



ad^-ba 


bd 
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a ;i 

「 C 1 


ac 

&J 

L^j 

i 

bd 

^ w 


这样规定的是 Qd 的加法和乘法.因为： 

第一，由子及没有零因子， 

6 =^ 0 , d^O^^bd^O 

和都是&的元 * 

-■ w-r I — 、 

第二，假定 


■ 

a 


卜 n 

1 

c n 

• 


b 

■ ■ 


fy 

■ 

9 

d 

■ 


■ ^ 


那么 ab r =a f b t cd r = c r d 

ab f dd r ^=a f bdd r 
cd r W = ddbb f 

(ad + bc^b r d F = (a T d r - I/c r )bd 



rv^-&vi 

l w n 

b f d f 


另一 方面， at/cd’ = a f bc f d 

(ac)(W，）= («V) ⑽ 


■ ■ 

ac 

_ 


bd 
■ — 

_ 

b*d r 


两类相加相乘的结果与类的代表无关. 
认对于加法来说作成一个 加群： 


⑴ 

C 2) 






b 


a ■ 

，/ 

c 

+ 卜 Ti 

p - ^ 

a 

_L 

cf - \-de^ 


八 

d 

+ [fi) 

b 

_ ^ 

十 , 

L df j 


adf + bcf -\-bde 

bdf 



T 



d 


^ — 




ad-bbc 

bd 


adf 十 6 c/ 丁 bd^ 

^~bdf 


(3) 


f 0 u 

r ci 

「 6(T 

— 「叫 

Uj + 

i '― — i ™ 

.d\ 

L&rf. 

[d\ 


w 



b 


0 


b 


仏的不等于零的元对子乘法来说怍成一个交换群：乘法适合 


交换律与结合律，显然; 


是单位元; 


T 


的逆元是 


& 



我 


们很容易验算，分配律也成立_ 
这样，认作成一个域. 

我 n 把 仏的所 有的元 


9 J 


(5 是 - 个固定的元， a 任愈) 


放在一起，作成一个集合那么 


a 


是一个与叫间的 


■ 言 

⑽ 1 

—• ~ ™ ； 

「 

• 

■ 

? 

I 


一？ J 


映射.由千 


? r 


、- 

I 2 


■ 

— « 

b UA 


Kaby 

_ e J 

-(i - 


_ Q _ 


q ( a - bb ) 

一 


以上映射是同构 映財: 


这样，由 BI ,5, 定理 


冇一个包含的域 G 存在.证完, 


这样得来的域 Q 的构造似乎相当复杂，但实际上并不如此. 
Q 既然是包含及的域，丨的-个元6辛0在 g 里有逆元 &- S 因而 


ab 




6 


fl 

b 


Cct , b ^ E 7 6=^=0) 
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在 G 里有童义.我们有 

定理2 (? 刚好是由所有元 


b 


b^O) 


所作成的，这坦 


b 


ab 


b 


iiE 明 要证明的飪-个元可以写成 j 的样子，只须证明 g . 


的每一个元可以写成 





墨 , 

?o 






的样子.我们 看仏的 任意元 


由于 


\qb 

-! 

■ ■ 

? 

L ? ■ 


_ 5 ^_ 


我们的确有 


■ ■ 


-1 

q 2 a — 

i | 

a 

- U - 

- 9 . 


L^J 

i 

♦ 

• 







至于每一个 f 都属于仏显然.证完. 


G 的元既然都可以写成^的样子，由 BU ， G 的元有以下性质 


(I) 


当而且只当 W =6 c 的时候 


b 


d 


ad-\-be 

bd 


ac 


b d bd 
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这樺 ，0 与 5 的关系正同有理数域与整数坏的关系一样， Q 的构迨 
并不复杂. 

定义一个域0叫做环 i ? 的一个商域，假如<?包含凡并且 
Q 刚好是由所有元 

^ ( a ， bOt ， b ^=0) 

所作成的+ 

由定理1和2, 一个有两个以上的元的没有零因子的交换环 

至少有一个商域. 

—般，一个环很可能有两个以上的商域.我们有 
定 • a gg 是一 t i a 个以上的元的环，_及£ 一个包含 
R 的 ^那么 及的 I 个节^ — 〜 

证明在 f 里 

ab-i = b l 2 a = ^ - (a, bOl f 6 ¥= 0 ) 

有意义.作，的子集 

0 = j 所有 ( a , bOl t 6^=0) 

I 

S 显然是 5 的一个商域.证完. 

但及的每一个商域都适合计算规则( I ),而计算规則 （ n 完全 
决定子 A 的加法和乘法;这就是说， 五的商 域的构造完全决定子 B 
的构造.所以我们有 

走羅4 同构的环的商域也同构.这样，抽象地来看 ，一 个环 

- ■ ■ ■■ -- 

最多只有一个商 K ^ 


习 題 


1. 证明，一个域 F 是它自己的商域， 

2. 详细证明本节定理 3. 
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第四章整环里的因子分解 


在这一章里我们要讨抡关于环的一个特殊问题，就是因于分 
解问親.因为我们的讨论相当长，闽此把它自作一章. 

在整数环里有一个重要的定理，就是唯一分解定理.这个定 
理说， 一 个整数可以唯一地写成若干素数的乘积，在这一章里我 


看一看，在一个抽象 坏及里 这个定理是否成立；但由于在一 


个一般的环里去研究这个向题有相当的困难，所以我们限 定及是 


一个整环. 



素元、唯一分解 



要在一个整环里讨论因子分解，我们首先需要把整数环的整 
除以及索数两个概念推广到一般整环里去. 

整除这个概念很容易加以推广. 

■ 

定又 我们说，整环 J 的一个元 O 可以被 J 的元 AS 除 ，假如 
在7 里找得 出元 C 来，使得 

a=bc 


級如 O 能被6整除， 我们说 6 是 a 的 因子， 并且用符号 

b\a 


来表沄. fr 不能整除 A 我们用符号 


来表示. 



把素数这个概念加以推广却没有这样简单，需要先引入几个 
新的槪念. 


走义整环/的一个元 e 叫做 i 的一个单位，假如 e 是一个 
有逆元的元. 

7 € &叫做元 a 的_伴元，假如&是^和一个单位〃的乘积： 

4. 

b~ ea 

我们要注意单位 M 单似元的区別. 

—个整环至少有两个单位，就是1 和- 1,在一般情形之下，在 
一个整环里常有阚个以上的单位存在（参看本节习題 2). 

—个整环的单位显然有以下性质： 

定 ai 两个单位〃闻 〆 的乘积也是一个单位.单位 e 
的逆元厂 1 也是一个单 

现在我们看一个整环/的一个任意单位£和一个任 意元心 

那么 

0 = _ 1 ( 3 ) 

这就是说，一个任意元 G 可以被每一个单位 C 和 a 的每一个相伴 
元扣整除.我们把这种永远存在的因子同其它的因子区别一下. 

定义单位以及元《的相伴元叫做 O 的平凡因子.其余的》 
的因子，假如还有的话，叫做 O 的真因子. 

现在让我们看一看，个普通素数 P 有些什么性质.一个素 
数 P 并不是绝对不能被任何整数整除，因为±1同士 P 都可以整 
除 JJ . 但除 了这四 个数以外素数 P 没有其它因子.依照上面的规 
定，±1都是整数环的单位， + P = l * i >， -; P =( — 1加都是 P 的 
相伴元，所以我们可以说，素数 P 的一个性质是，它只有平凡因子. 

_ "- ' —k 

素数 F 还有另外一个性质，就是 P 妾0或 ±1. 依照素数的这些性 
质我们下 ' 

定义整环 J 的一个元 P 叫做一 t 素元震无, 
举不是单」峰，并且 P 只有乎凡因子. ' 一〜7 

按照这个定义以 K 事实 成立： 


• 126 * 



定理 2 单位 e 同素元 p 的乘枳邛也是一个素元. 
iiE 明由于 p ^ O t 而整环没有零因子，所以邛妾 0. 
印也不会是单位，不然的话 

1 = e r {ep) = {e r e)p 

P 是单位，与假定不合. 

观在假定6足叫的因 JS 井且&不是单位.那么 

sp = bc f p = b(_s^ x c) 

&jp 

但 i ? 是素元 ， 6不是单位，闲此& 一 定是沪 的相伴元： 

& = 〆 > U 〜 - DOp ) (^是单位） 

这就是说，&是邛的相阵元，因为由定理1, 是单位.这样 

W 只有平凡因了证完. 、 

定理3 整环中一个不等于零的元 a 有真因子的充分而.庄必 
要条件是： 

a~bc 

&和 c 都不是单位. 

证明若 a 有真因子那么 

a = bc 

这里的&由真因子的定义不是单位. c 也不是单位，不然的话 
b=ac \ &是 a 的相佧元，与6是 a 的真因子的假定不合. 

反过来，假定 

u = bc 

6和 c 都不是单位.这时6不会是 a 的相伴元，不然的话 

b^ea f a = sac 9 l = ec 

c 是单位，与假定不合.这样，&既不是单位，也不是 a 的相伴元， 
&是 O 的真因子. 证完. 

推论假定0 古 0，、并且<*有真迓子 63=^. 那么 c 也是 a 
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t 


的真因子. 

证明 由定理3的证明的前半 # c 不是单位.由定理3的证 
明的后半，0是(1的一个真因子.证完. 

已经有了素元的定义， Ui 我们现在看一看，在什么情形之下可 
以说，一个元《可以唯一地分解成素元的乘枳.首先我们必须要 
求， a 可以分解成有限个素元的 乘积： 

a = p i p 2 — p n (A 是素元） 

不然的话，我们根本无法讨论 a 是不是能唯一地分解.可是 a 能 
够写成以上的乘积，也就能够写成以卜的素元的 乘枳： 

a=p 2 pr-p >t 

a 」二… O 是任意单位） 

假 如我们 把以上的儿种分斛君作不一样的，那么只要一个元能够 
写成两个以上的素元的乘积，这个元就不能有唯一的分解；这样 
我们的问题就没有多大意义丫.闶此我彳门 T 以下 

定义 我们说 ，一 个整环 f 旳一个元《在 J 里有唯 一分解 ，股 
如以 F 条件能被 满足： 

(i ) a ^- p i p 2 '" p T ^ 是 J 的素元） 

( ii > 若同时 * 

a = q 1 q ^'- q t 是 J 的素元） 

那么 r = s 

井且我 rK 以把 t 的次序掉换-下，使得 

(匕是 /的单位> 

依照这个定义,一个整环的零元和单位一定不能唯一地分解， 
因为第一个条件就不能被满足+假如我们把零写成若干个元的乘 
积： 

那么某 一个〜 一定是0,但0不是素元.焊如我们能把一个单 
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位 C 写成若干个元的 乘积： 

那么 1 -〜（厂 1 〜…〜） 

%是一个单位，但单位小‘是素光. 

所以唯_ -分解问题的研究对象只能是既不等于0也不是单位 
的元(我们说整数都能唯一分解，也没有把0同±1算上）. 

现在我们就问， 一 个整环的不等子零也不是单位的元是不是 
都有唯一分解呢？下例告诉我们不是的. 

例 /=( 所有复数《十6八1 U ， 6是整数 ）}. 

/显然是一个整环. J 的元都是复数，利用复数的绝对值我 
们很容易椹到以 F 事实. 

(1) 7 的一个 元式足 *个％位,_3而且只当、|义[^1..的时候. 

/只有两个单位，就是工 1. "— 

假定是一个单位，那么 

1^£S } \l\^r,,\ £ ^]e'\\ l = \e\ i \e , \ 2 

但 k | 2 = f +3& 2 是一个正整数，同样也是一个正整数，因此 
有 k ^ = i . 反过来看，假定 

| 外 =〆 十 36 2 = 1 

那么6 = 0，（* = 土1^这就是卑^/ = 士1而显然是单位. 

(2) 适合条件= 的元 a — 定是素 

首先，既然 k | 2 = 4， a =^ 0 ; 并且由 （1), «也不是单位.假 
定 A 是《的因子： 

— b \/ —3, ct = )3 y 

那么 4= l ^ l 2 irl £ 

但不管6是什么整数，1扪 2 = a 2 + 3& 3 手2,因此 

I 卢! 2 =1 或4 

若是 = 由 （1), 召是单位.若是 1 AI 2 = 4, 那么 IvP ^ l , 
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r 是单位，因而 


/3 ^ y^ [ a 

办足^的相伴元.这样 (/只 有平凡因子，《是素元. 

现在我们看/的圯 4. 显然 

( A ) 4- 2-2 - (1 十 V =^)( l — V : l ) 

闪为 |2| 3 = 4，|1^\/-3|^ =4， \ 1 -\/^ 3\ 2 = A , 

出<2)，2, l + V^^l-V^l 都是/的素 元. 这就是说， （A) 表 
示4在/里的两种分解. m 由（1)，1 一>/二^和1 一 Vi 都不 
是2的栴伴元，因而按照定义，以上两种分解不同.这样， 4 在2 


里有两神不同的分解. 


习 魎 

1. 证明，（}不是任何元的真因子， 

2. 我们看以下的整坏/，/ 刚 好包含所冇可 a 写成 

尝 ( m 是任意整数，>0的整数) 

形式的有理数. f 的哪些个元是中位.哪些个元是素元？ 

- 3. /是刚好包含所有复数 



一 a-\-bi (a, & 是整数） 

的格环 . 证明5不是 J 的素元 . 5有没有堆一 分解？ ^ 

^ %2. 唯5解环 


由子上一节的例我们知道，在一个整环里唯一分解定理未必 
成立.但是我们也知道，在有些整环里，比方说整数环里，这个定 
理是成立的. 

定义 一 个整坏 J 叫做一个唯一分解环，假如 J 的每一个既 
不等于零又不是单位的元都有唯一分解. 

在这一节里我们先看一看，一个唯 -- 分解环有些什么重要 
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性质 ■ 

定理1 一个唯一分解环有以 F 性质： 

( iii ) 若一个素元能够整除那么 j 能够整除 《或1 
证明 P 能整除油， 

ab - pc 

我们先假定， a 和6都不是零元，也都+是单位.这时 c 显然不等 

十岑.我们说 c 也不是■个单位.不然的 I 舌 

ab ^ pe ( e--c ^ i 个単位） 

而由1，定理2,叫是素元.这就是说，素元 M 岬以写成两个 
非黾位的乘积，因而有真因子.这是矛盾. 

^既不是零又不是单位，由唯一分解环的定义， 

c 二 Pi 灼…扒（扒是柰元） 

3 — 方面 

" Hn，b ( U : 是素元） 

这样， q ' m ' A f 2 …< 二 ppipa … 

rfl 嘹一分析的肀 A 脊 T 一个 ff , n ! r,^—Wiiyjfflf r 若 

V 是某一个 1 的相伴允，那么 

pe >! -= qi ( e " 是黾位） 

a = q l qr' t q_ i -iipe l, )q i ] … 1 ， p\ct, 

同样，若 P 是某一个 g : 的相伴元，那么 W 6. 这样，; p 的确能够整 
除 d ，& 中的一个. 

当义6之中有 一个足 零或是单位的时鲩，定理也是对的.若 
a =0,那么 p | a . 若 a 迠电位，那么 

6… 〆 coT j )， 证完 
忡质 （ iii > 的甫要性由 以下定 理衅以看出. 

定遒2 假定一个整环 J 有以 F 性质： 

'(i ) /的每一个既不是零也不是单位的元《都有-个分解 
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( A 是 / 的素元） 

( iii ) J 的一个素元 p 若能整除 a &， 那么 p 能整除《或这 
时 / 一定 是一个 唯一分 解环. 

证明 我们看 J 的一个不等于本也不是单位的元 a . 由性质 
(i),« 有一个分解 

a - p , p 2 -" p r (灼是素元） 

| 

我们须要证明， a 有唯一 分解； 就是说，假定我们也有 

a = q l q 2 -'q B (L 是素元） 

那么 r = s ， 并且我们可以把这些 gr 的次序掉换一下，使得 t 是几 
的相伴元. 

我们用归纳法+先证当 r = l 的时候， a 有唯一合解.这时 

a ^-}h = .3, 

若是那么 

P\ … 1 ) 

其中 A 不是单位，而 qn 作为素元的乘积也不是单位.这就是 
说，素元 P 可以写成两个非单位的乘积，这不可能.所以〃 

现在假定，能写成 ^. r -1 个素元的乘枳的元都有唯一分解. 
在这个假定之下，我们看一个有象上 IM 的叫种分解的元 

由性质（⑴)， A 能够整除某一个把 L 的次序換一换,我们可以 

假定灼 ~ 1 .伹 91 是素/[ 1 ，以不适增位，所以 

Pi =^q y q}-^~-p { U 是单位） 

这样 叫 1P2 … A = 

(ep 2 )^*p T = q 2 qy-q A 

这里6是 r - 1个素元的乘积，所以依照归纳法的假定， 

r — 1 =5—1 
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而我们可以把 t 的次序掉换一下，使得 

q 2 -^{£ P 2 )^ q ^ — (_b\ 是黾位) 

这样我们得到 


S — T 

由定理 1， 2,我们也可以用条件 （i )， （m) 来作唯一分解环的 
定义. 

唯一 分解环 就是最大公因子的存作. 

定义元0叫敝元 01 ^，一，〜的公因子，假如0同时能够整 
除 a ! ，〜…， 

元〜， a ：；， …，的一个公尚了 ■ 叫做〜， a 2 , …， a n 的最大公 
因子，假如 d 能够被 a u « 2> …，〜 的每一个公因子 c 整除. 

定理3 —个唯一分解环/的两个元 a 和&在 J 里一定有最 

大公因子. a 和6的两个最大公因子 d 和^ 只能差一个单位固 
子： 

d f = ed U 是单位） 

证明若《，&之中有一个是零，比方说 a = 0，那么&显然是 
一个最大公 因子. 若是 a ， b 之中有一个是单位，比方说《是单位， 
那么《显然是最大公因子. 

稞在看 fl (和&都不是零也都不是单位时的情形.这时 

ahqr " q ,， & = …2: Hi 是素元） 

t 同^这 t + s 个元中间的某一个可能是其它一个的相伴元.假 
定在这 r + * 个元中间有 n 个元互相不是相伴元，而其它的元都是 

这 n 个元中的某一个的相伴元.把这《今元叫做扒，朽，…，队，那么 

| 

a = ( e a 是单位 

6 = … ( e & 是单位， 

用 L 来表示\与\中较小的一个屯的时候就叫1=心）， 



而作元 

那么显然假定 c 乜是 a 同&的公闶子.若是 c 是单位， 
c 当然能够整除凌若是 c 小是申.位，那么 

C 二 P \ P 2 … K ^是素元） 

由子 c k 毎一个 V \\ a f 千是由性质 （ iii )， p : 能整除某一 P ,， 而是2>, 
的相伴元，所以 

c PT ^' K 1 * O □是单位，叫 >0) 

風51 0 ，并且？^，化互相5邊&伴元3因此叫<々<-同理，由4 & ， 
可得这就是说^彳这样,我们证明了最大公因 
子的存在. 

假定丨也是和6的最大公因子，那么 

d r ~--ud, d = vd\ d = uvd 

这样，若 = 也等于零， 

d~d r 

若 d 手0,我们可以得到 1 是一个单位 g 

d r ^ed 证完 

从这个定理应用归纳法立刻可以得到 

推论一个唯一分解环/的 m 个元，…，久在 J 里一定 
有最大公因子. flua 2, 的两个最大公因子只能差一个单位 

因子. 

这样，若是几个元的某一个最大公因子是一个单位，这几个元 
的任何一个最大公因子也是一个单位.利用这一件事实，我们可 
以在一个唯一分解环里规定互素这一个概念. 

定义 我们说，一个唯-分解环的元，…， 《 fl 互素， 假如 
它们的最大公因子是 单位. 

这样规定的互素槪念显然是普通互素概念的推广， 
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习 


超 


I 证明本节的祉论. 

2■假定在一个唯一分解环里 

of ， 办卜 -■， (、=db 疼 

n 

证明：当而 an 当 a 是〜，心，”、 〜的 个最大公因十的吋候， b u b 2 , 

互素. 

1假定 r 是一个整坏， （幻和 （ ㈠ 迠 j 的闯个主钾想. 证明： ( a )^( b ) 
，而且 M ， b ) k <^ 的相伴兀的时候. 

§ 3.主理想环 

要知道一个整环是不是一个唯一分解环不是一件容易的事， 
因为要测验唯一分解定义里的条件 （ i )，（ n )， 或是 IV , 2,定理2里 
的条件 （ i )， （出）能否被满足，一般是非常困难的.以 K 我们要认 
识几种特殊的唯一分解环，使得我们在解决以上问题时可以有一 
点帮助. 

第一种 是主理 想坏. 

定义 - 个整环 i 叫做-个主理想环，假如/的飪一个理想 
都是-个主理想. 

我们说，一个主理想环一定是•个唯一分解环. 

为证明这一点，我们需要两个引理.这两个引理本身也很重 

要. 

引理1 假定/是一个主理想环.若在序列 

U 2 ，《 J , … ( a ^/) 

里每一个元是前面一个的真因_了*，那么这个序列一定是一 个有限 

序列. 

钲明我 n 作主理想 
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(rt〖）， 00, （〜）， … 

由于 Aw 是的因 JS 显然 

(Oi)cr ⑹ c ： (ai )..， 

我们看这些理想的并集％.我们说，级有以下 性质： 

(i ) 若 ae^ t be ^, 那么 b ^; 

( ii ) 若扣沉， rG ， 那么 ra 9%. 

因为：由并集的定义， 

邮某-个(1)， K 某一个(七） 

我们可以假定 i <， h 那么 

a ^ ia ^ CZiaj ) 

«，6既然都属干理想（七），我们显然有 

0 — 6, ra ^( aj ) Cl ^ 

这样，纸是/的一个理想.由子 J 是. t 理想环，豇一定是一个 
主 理想： 这个 rf 属于沉，所以也厲于某一个 (1). 我们 
说，这个 A —定是我们的序列里的最后一元.不然的话，我们还 
有一个 \ +I . 由子 

附 o ， 

可以得到 oM d \ a ^ 

这就是说 | , 1 

a a+1 = c \ 

但 a n+ ] | a rt 

<3 n = 

•• 

因而 l =€ C f 

C 是一个单位 • 这样 a „ +1 是 0( rt 的相伴元，与 a B +1 是《„的真因子 
的假定冲突.证完. 

引理2假定/是一个主理想环，那么 J 的一个素元 P 生成 
一 个最大理想. 
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证明 假定级是包含0>)，并且比大的理想.由于 j 是主 
理想环，我们有 

(p)d(a) 

因而 p—ra ( r €/) 

a 是 p 的因子.但 i > 見素元，所以《不是 P 的相伴元，就是单位. 
如果 a 是 p 的相 伴元 ： a _ a , 那么 

奸 ( p )，（ a ) 二钣 CZ ( p ) 

与沉大于的假定不合；所以 a 只能是 单位： 这样， 

- ie ( a )= 议， at-r 证完 

现在我们证明 

定理 一个主理想环是一个唯一分解坏. 

iiE 明 我们 证明^存 IW 定理 2 里的性质. 

我们看^的一个不是零也不是单位的元 a . 假定 a 不能写成 

有限个素元的乘积，那么 a 不会是一个素元，所以由 IV ，1，推论， 

a = bc 

6和 c 都是 a 的真因子. a 的这两个真因子之中至少有一个不能 
写成素元的乘积，不然的话《就会是素元的乘积,与假定冲突.我 
们 得到了 结论: 假如一个元 《 没有分解,那么 《 —定有一个真因子 
A 也没有分解.这样，在元 o 没有分解的假定之下，我们会得 
到一个无穷序列 


在这个序列里毎一个元是前面一个的真因子.依照引理1这是不 
可能的，所以 a 一定有分解. 

保定 J 的素元 P 能够整除那么 

ab = rpz ( p ) 

ab^Q ((p)) 

这就是说在剩余类环里， a 6 所代表的类同0所代表的类 
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相同: 


[ o 6]^[0]=[ a ][6] 

依照引理2, （ p ) 是最大理想，因此依照1,9,定理， J 7( p ) 是一个 
域.因为域没有零因子，上边的式子告诉我们 

W = [0] 或[6] = [0] 

这就是说 a 三0 (( p )> 或& = 0 ((/?)) 

a 三 ( p ) 或 b ^( p ) 

这样 P 沁或 Plb 证完 


习 m 

1. 假定 J 是一个主理想环，并且 = M 明： J 是0和6的一 

个最大公因子，因此^和&的任何最大公因都可以写成以下形式： 

d^sa + th u ，ten 

2. —个主理想坏的每一个最大理想都是由一个索元所生成的， 

3. 我们看两个主理想环 f 和 A , A 是/ 的了 珥.假定 a 和&是 忍的两 
个元 T d 是这两个元在八里的一个最大公因子. 证明： d 也是这两个元在 J 
里的一个最大公因子. 


§4.欧氏坏 

我们要认识的第二种唯一分解环叫做欧氏环. 

定义 一个^ 叫做一个欧氏环，假如 
(i ) 有一个从/的非零元所作成的集合到 >0的整教集合 
的映射0存茌； 

( ii ) 给定了 Z 的一个不等于零的元 A /的任何元&都可以 

写成 

b = qa 十 t (q ， r^I) 

的形式，这里或是 r = 0 或是 

* I 3 g - 



例 整数环是一个欧氏环.因为： 

< f >： a —— >\ a \ ^^( a ) ( la | 表示整数 a 的绝对值） 

是一个适合条伴 （ i ) 的映射.给了整数任何整数6是可以 
写威 

& =?«**{-r 

的形式，这里『= 0或0(0=|1^<4|=多(《). 

我们有 

定理1 任何欧氏环/一定是一个主理想环，因而一定是一 
个唯一分解环. 

证明我们看 J 的一个理想 31. 

若是议只包含零元，那么 21-(0),^ 是一个主理想. 

假定包含不等干零的元.由欧氏环的定义，存在一个映射 
必，在这个映射之下的每一个不等干零的元: T 有一个象40)，并 
且这些都是>0的整数.在这些>0的整数之中一定有一个 
最小的，因此我们可以找到的一个不等于零的元〜使得对于 ^ 
的任何不等于零的元 z 来说，都有 

沴⑷ <0〔£ C ) 

再一次由欧氏环 的定义，级的每一个元 & 都可以写成 

b=qa 十 r 

的形式，这里 
因为和& 都梃于 A 

T = b — qa 

也属干礼若是 f 妾0,那么31有一个不等+芩的元 r ， 适合灸件 

与 a 的取法不合.这样， 

r = 0, b ― ga f St = (o) 证完 
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由于上面的例同这个定理我们立刻有 

定理2 整数环是一个主理想环，因而是一个唯一分解环. 

另一种常见的欧氏环就是一个域上的多项式环.我们先证明 


引理假定 /[/] 是整环 J 上的一元多项忒坏，的元 

g{x) = a^-x K + +a 0 

的最高系数是 J 的-个单位.那么 /!>] 的任意多项式都 
可以写成 

+ r ( x ) ( gb )， rO )6 / [>]) 

的形式，这里或是 7{ x )=0 或是 rW 的次数小 T pU ) 的次数 a 
证明 若是 fM 0 或是 / O ) 的次数小于《，那么我们取 
« O ) = 0， rU ) = fU ) 就行了.假定 

/(a：) = 广 + … +&。 (m>=n) 

我们取 q l (x) = a n - i b m x m ~ ,i 

那么 

f M - q iM f/ix^ = b ^ … +6 。一 + + "•) 

= /i (■») ' 

以或: f #) 的次数 小干心 假如 /办）= 0 或是 LU ) 的次 
数已羟 小于％ 那么取就行了.假如 AO ) 的次数还 
大于用 M 样的力法我们可以得到 

/【0>—穿 2U ) 〆 ，） 二 / U )-[?[( y ) + 的 —hM 

hu ) = 0 或足 hu > 的次数 d 、 Tm - i . 这样下去，我们总可以 
得到 

/(^) =[?l(^*) -f ?2(^') + … + lO)]f?(aO +fiO) 
j\u) = 0 或是厂 u ) 的次数小于 n ， 证完 . 

由这个引理我们很容易证明 

定理 3 — 个域 F 上的一元多项式环 FO] 是一个欧氏环 . 
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证 明利用多项式的次数我们显然可以规定一个合于条件 
(i) 的映射，就是 ’ 

/U) — >/($> 的次数 

假定？ ( 太 )^0,那么 pO ) 的最髙系数但属 
于域 F, 域的每一个不等于零的元都是一个单位，所以由引理，每 
一个 FDr ] 的都吁以写成 

: fo) = gO)ff(r) +，0) 

的形式，这里 rM = 0 ^ 的次数的次数.证完. 

注意以上两节的结果只是说一个欧氏环一定是一个主理想 
环，一个主理想环一定茫一个唯一分解环.但是反过来一个唯一 
分解环未必是一个主理想环，一个主理想环也未必是一个欧氏环. . 
一个唯一分解环不是一个主理想环的例 子我们 在下一节就吖以看 

到.一个主理想环不是一个欧氏环的例子我们不能引用到本书里 
来，谏者可以参看： Motzkin, The Euclidean algorithm, Bu¬ 
ll. Amer. Math. Soc. 55, p. p. 1142—1H6, (1949). 

习 强 

1 . 证明，一个域-定是一个欧氏坏. 

2. 我 n 看有理数域 f 上的一元多项式环^:].理想 

( + 1 】 f + :c 3 + 1 ) 

等 T 怎样的一个± 理想？ 

3. 证明由所有复数 u + 6是整数）所作成的环是一个欧氏环（取 

40) ; jab . 


§5. 多项式环的因子分解 


我们巳经看到，一个域 P 上的一元多项式环尸|>]是唯一分解 
环. 多項式环的因子分解在代数里占一个特别重要的地位，我们 
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在这一节里要专门把这个问麺讨论一下. 

我们将荽得到的结果是： 一 个唯一分解环/上的多元多项式 
坏/ 木身也是唯一分解环. 

以下我们依照普通习惯，把一个素多项式叫做不可约多项式， 
把一个有真因子的多项式叫做可约多项式. 

我们先讨论唯一分解环/上的一元多项式环/ 

首先我们有以 K 简单 事实： 

P 

( A ) /的单位是/|>]的仅有的单位. 

因为： J 的单位都是 /[>] 的单位，显然.另一方面，若 f Or ) 是 
/[>] 的黾位， 

那么由多项式的乘法定义， / U ) 同 〆 W 的次数都等于零.这就是 
说， _ fG )， ff ( wer ， 是 / 的单位. 

在以下的讨论里我们需要一个新的槪念.假定 

fix) - a Q f … 

是 Zb ] 的一个多项式.那么由于/是唯一分解环 ， f ( O 的系数 

»…，〜在/里有最大公因子. 

定义 /[>] 的-个元 / O ) 叫做一个本原多项式，假如 / O ) 的 
系数的最大公因子是单位. 

按照这 个定义 .显 然： 

( B ) —个本原多项式不会等 于零. 

( C ) 若本原多项式 /( d 可约，那么 

f(r) 

这里 〆 W 和的次数都人于零，因而都小于 f O ) 的次数. 

本原多项式在我们的讨论里占一个很重要的地位.我们证明 
重要的 

引 a 1 假定那么 / o > 是本馬 r 多项式，当 
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而只当 〆 $)茚都是本原多项式的时候. 

证明矜是 7(0 足本原多项犬，显然 i / O ) 和 ao ) 乜郜是本 
原多项式. 

现在假定 

= a，i : … 

I 

I 

hijr ) _ f) it 十 h … 

是两个本原多项灾.如汜 

f <» ( j (^ x ) h ( K x ') =^ rj + CiO ：+ **■ 

不是本原多项式，那么 Chh ， …有 - 个最大公因子 A 3不是/的 
黾位.由于 （ B )， J 7 (W 士 0， feU ) 妾0,因而 fU )_0， rf ^0. 这样，由 
子/是唯一分解环，奋-个 J 的素兑 P <以整除之 因而玎 LU 整除 
每一个这个 P 不能整除所有的^，也不能整除所冇的不 
然 〆 4和 Ux ) 不会迠本原多项式.假定1和&,各足卩 (>) 和 
的头一个不能被力整除的系数. f ( cc ) 的系数可以写成 
以下苊式 

c r + f = a ,, b 、 卜 a , + 1 Ua , +2 6 卜 2 H - 

4-o r -i 6,, ! I a T ^-+2^ - 

在这个式了里除以外，每项都能被 p 整除，所以《也能 
被？整除，因而由于/是唯一分解环, a 或\能被 p 整除，与这两 
个元的取法相反.这样 aw 必须是本原多项式.证完. 

观在我们用/的商域 g 来怍 G 上的一元多项式环0 [>]，那么 
Q [: t ] 包含 /[>]. 我们知道是唯一分解环，我们要由这一忭 
事实来证明/ [< 也是唯一分解珲. 

引理2 0[>]的每-个不等子零的多项式/00都可以写成 

IM :，上/。⑻ 

a 

的样子，这里尺 U ) 是 （ O ] 的本原多项式.若是也有 
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/ 0 Or ) 的 n 质，那么 

g \ A ^) — 是 J 的氧位） 

证明<?的元都衧以写成私 /， a 去 0) 的样子，因此 

a 

= — + ~x -\-." + (a iy bi^I) 

ao a[ a n 

叫 a = a 0 ar* a a Tif 那么 

— \ c〆 - 卜… — c〆 ）（<?‘€/) 

a 

叫 & 是^。…，(^的一个最大公因^那么 

/ U ) = -/ qU ) 

a 

hOr ) 是本原多顼式 ( IT ,2, 习题 2). 假定另-方面 

c , rfer ,? D o ) 是^>]的本原多项式.那么 

h { x ) = bcf 0 (^ c ) - adg 0 M 

是^1>]的一个多项式.由于 / a U ) 和 AU ) 都是本原多项式， k 和 
ad —定同是 ftO ) 的系数的最大公因子( IV ，2,习題 2), 因面 

bc=ead ( e 是/的单位） 

这样 ^foM = gM 证完 

引理 3 /!>] 的一个本原多项式 / D 00 在 J |>] 里可约 的充分 

而且必要条 件是： KU ) 在^ >] 里可约. 

证明假定在01>]里可约.这时，因为 hO ) 显然也 
是<? [ W 的本原多项式，由 （ C ) ， - 

/ oO ) = ?0)九0<0 

ffO ) 和 Kd 都属子目.它们的次数都大于零.由引理2, 

/oO) 二上 ih O ) =上 （《0 

a a a a 
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0，&，<^，&'€/，〜0)和、0) 都是 JO ] 的本原多壤式.由引理1， 

还是本原多项式；由引理2， 

/ 0 O ) = eg D (aO h a ( x ) (e 是 / 的单位） 

因此 ^ 9 qM ? 

和知 Q ) 的次数各等于 iKW 和的次数，因而都大于 
零：叩。(怎)，心 O ) 以；由 （ A )， Wa <>) 和力 dO ) 都不是1|>] 的单位 ■ 
这样，由 IV ，]，定理 3，/ c U ) 在^里可约. 

假定 / O 00 在 /[>] 里可约.这时，由 （ C ), 

: ToO) =ff(«0K£T) 

ff O ) 和都属千 i [ K ， 并且它们的次数都大于零.这样，由 
(八)，把 ？ 0 r > 和 ftU ) 看作 g [ W 的元，这两个多项式也不是 
的黾位；由 IV ，1， 定理 IhU ) 在里可约.证完， 

引理 4 JO ] 的一个次数大于零的本原多项式尺($>在 /[>] 
里有唯一分解. 

证明我们先证明 hu ) 吋以写成不可约多项式的乘积.若 
是 f 0 Or ) 本身不可约，我们用不着再证明什么.假定尺 ( W 可约. 
由 （ C > 和引理1， 

: foO ) = ? 。(咖 oO ) 

ffo OO 和知 o ) 都是本原多项式，并且它们的次数都小于 to ) 的次 
数.这样，假如 hU ) 和 “00还是可约，我们又可以把它们写成 
次数更小的本原多项式的乘枳.由子的次数是有限正整数， 
最后我们可以得到 

(1) f 0 U ) =扣” 0*0 以如) … w n o ) 

W 是不可约本原多项式. 

假定 KOO 还有一种分解 

( 2 ) 

那么由引理是不可约本原多项式.由引理3, 戎 "00 和 



在 Ql>] 里还是不可约，这就是说， U ) 和 (2) 也是氕在 
gb] 里的两种分解.但 gi>] 是唯一分解环，所以我们有 

T = t 

片且由 （ A )， 我们可以假定 

收乂^^二心丄祝。 U) (a ‘， u) 

这样，由引理2, 

(匕是 J 的单位） 

氕化)在 />] 里有唯一分解.证完. 

现在我们可以证明 

定理1 若是 J 是唯一分解环，那么 JM 也是. 

证明我们看 /[>] 的-个不是零也不是单位的多项式 KO. 
若 那么由于/是唯一分解环， /o) 显然有唯一分解.若 
jo ) 是本原多项式，由引理4,/以)也有唯一分解.这样，我们只 
需看 

fO) = rf/oO) 

不是/的单位，是次数大 F 零的本原多项式时的情形. 

这时，因 d 有分解 

d = pip 2，“ p m (Pf 是 / 的素元） 

/oOO 有分解 

: foOX UX(aO … O ) 

W—OO 是不可约本原多项式，所以 /U) 在 70] 里有 分解： 

/O) ;i>ip2 …: p ， 冰 n (沐 ' '*Po Ti U> 

假定 /U) 在 /[X3 里有另•种 分解： 

如)都是 /!>] 的不可约多项式.这时， t 一 
定是/的素元，—定是不可约本原多项式.因为： t 若不是 
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/的素元，显然也不会是 /[>] 的不可约多项式； 必 ”0 r ) 若不是本原 
多项式，它的系数的最大公因子又显然是它的一个真因户，因而 
gWU ) 也不会显不4约多项式.这样由引理1和2,我们有 

(3) / c (^) ^ : po ”(^) ‘■ ? 厂(，）=办 a > (出)…咖 ㈠ ⑻ 

«是/的单位；因而 

(4) tf u 、 …— 

(3) 式表示的是本原多项戌/。以）的两种分解，因而由引理釦 

t =r 


而且我们可以假定 

(A 是 J 的单位） 

(4) 表示的是唯一分解环/的元 rf 的两种分解，因而 

n” m 

而且我们可以假定 

( e ; 是 J 的单位） 

这样，/1>]是唯一分解环.证完， 

由定理1，应用归纳法立刻可以得到 

走預 2 若/是唯一分解环，那么 /[A ，心， …， A ] 也是，这里 
Xi , x 2f A 是/上的无笑未定元. 

由定理1，当/是整数环的时候， /[ W 是一个唯一分解环.但 
我们知道，这个多项式环不是一个主理想坏 0 B ， 7 , 例 3). 这样，我 
们有了一个唯一分解环不是主理想环的例子. 

习' 題 

1. 假定 r 是一个唯一分解环， P 是7的商域.证明， JL4 的一个多项 
式若是在里可约1它在 /[ W 規 LL 经4灼. 

2 , 锃定 r[w 是整环 f k 的一元多项式环. /O) 属于伹不属干八 
并且 / O ) 的最高系数是 J 的一个雄位.证明/(的在 /[ W 里有分解. 
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§6, 因芋分解与多项式的根 


在这一章的最后我们讨论 一 下， 一 个整环/上的一元多项式 
环里的因子分解间多项式的根的关系.这一节的结果都是 
中学代数的习知定理的推广. 

我们先下 

定义/的元 a 叫败 /[>] 的多项式 f ( x ) 的一个裉，假如 
f ⑷二 0. 

我们有 

定 Ml a 是 / Op ) 的一个根，当而且只当 K ®) 能被 ■ T — a 整 
除的时候. 

证明假定«能够整除八 W ， 

fM '-= { x — a ') g { x ^ 

那么由 SI ， 6,定理3， 

/(a) 二 (a-a)g{a) = 0 

a 是 f O ) 的根. 

反过来假定 a 是 / U ) 的根，因为 r — « 的最髙系数1是一个 
单位，依照 m 引理， 

fO )= gU ) U —<0+ r，rtf 

用 a 代人，得 f ( a ) = q { a ) {a — a)-V r 

但由根的定义所以 

0 = r 

fix) =qix){x—a~) 

« 能够整除 fU ). 证完， 

定理 2 ，的& 个不同的元〜， 化， …， a t 都是 K ®) 的根，当而 

且只当 /( W 能被(方一免）0-仍>»(怎_〜）整除的时候. 
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证明 fo ) 若是能够被 Oc — aOOrfUmOdd 整除，显然 

七都是: fOc ) 的根. 

现在假定〜，〜，…，〜都是 fb ) 的根.由定理1， 

f (- r ) - ( x - a ^ fiU ) 

用〜 代人，得 0 = ( a 2 -« l )/ l (^) 

但％—〜芋&，/又没有岑因了、所以 LUO = o , 七是广以）的根. 
因此 

f 】 (a?X ； r—a 2 )/ 2 {>) 
fO ) = O - ohKic — ⑹/办） 

这样下去，得到 

a ;) = (/-〜）(/- a 2 ) … O — aJf〆 ％) 证完 

推论若 fO ) 的次 数是〜 那么 在厂里 至多有符个根. 
根据定理 2, 我们下 

*义 i 的元 a 叫撖 f GO 的一个重根，假如能被 U - 
整除， A 是大于1的整数. 

关于重根我们有一个类似定理1的定理，不过在这里我们需 
要导数这一个概念. 

定义由多项式 

/(J?) 一 1 十 … 十 a# 十 do 

唯一决定的多项式 

/O) = 奶 (1 ， _1 -| O—l)a n _ir" _2 + … +0] 

叫倣^>)的导数. 

导数适合以下计算规则： 

[j*o) 十 〆 十 〆 〔疋） 

[f(aOgOtO]' = /(aOff'U) 十 KOfb) 

LHxyy^tficcy^rM 

这几个公式可以由以上定义纯代数地算出来，这一点我们不 
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iiEBT. 

定 通3 / Or ) 的一个根是 - 个重枏，当而且只当 f ( a ) 能被 

工一办整除的时疾. 

证明假定^是 / U ) 的重根，那么 

、 /( 沈 .）= 0 - aVgix) ( 是 > 1 ) 

，(出 ）=( 石 — g W (怎）4』(怎一 a ) fc -1 ；7 (欠） 

= 0— a ) H [0- a )/0)+^0)] 

fo ) 能够被“一 《) 整除. 

假定 a 不是 f ( x -) 的重根，那么 

/O) -(ji—aygCx), (x — a) ^ ff(a?) 

尸 ( a ?) =( x ~ a ) g f { a !)-\- g ( x ) 
f(a)^g(a)^0 

fOO 不能被 U _«) 整除 + iiE 完. 

推论假定 JTd 是一个唯一分解环.丨的元《是 / O ) 的一 
个重根的充分而氐必要条 件是： x - a 能整除和 f Or ) 的最大 
公因子. 


习 U 

1* 假定 B 是棋 H 的癎余类环. 7£[>]的多项式 f 在 B 里有多少 个根？ 
2. 假定 F 是槙3的剩余类环，我们层 F [ a ] 的多项式 /($)=¥ — a . 证 
明，/(«)=0,不管《是厂的哪一个元. 

3-证明+节的导数计算规則 . 



第五章扩 域 


在这一章里我们要对于域作-些进一步的讨论.我们不准备 
证明一些复杂的结构定理，而主要是对单扩域、代数扩域、多项式 
的分裂域、有限域和可离扩域怍一些 L 寸论. 

§1. 护域、素域 

我们先说明一下,研究域所用的方法. 

定义一个域茗叫做一个域的扩域(扩张），假如 F 是茗的 

子域， 

我们知道，实数域是在它的子域杳理数域上建立起来的，而复 

敷墟 是在它的于域实数域上建立起来的 t 研究域的方法就是：从 
■ 

7今给定的域 P 出发，来研究它的护域. 

■ 

这就有如何选择域 P 的问题.我们有以下事实. 

>911 令及是一个域，若忑的特征是如，那么忍含有一个 
与有构的子特征是素数 a 那么龙含有一个与 

的子 域，这坏, ( P) 是由》生成的主理想. 

" 证朗域五包含一个单位元 e . 网此五也包含所有站（《是 

I 

整数).令 F 是所有作成的集合.那么 

彡： 浓一一 yne 

显然是整数环丑到昃的一个同态满射. 

情形 1. 丑的特征是这时< 是一个 N 构 映射： 

- R ^ R f 

I | 

b 

但龙 包含及 '的商域}'由 itt，10, 定理 4，_T 与丑的 商域，也就是 

_ s 
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有理数域同构， 

情形 2. 五的特征是素数 p . 这时 




此处 W 是4的核.但 


P - 


所以纸蚱，因而 3 l 3( p ). IV ，理2, （ p ) 是一个最大理想.另 



方面， 


半 Q 


所以组妾丑 _ = 因而 

- RKp)^n , 


证完 


有理数域和 w/(p) 显然都不含真子域. 

定义一个域叫做一个素域，假如它不含真子域. 

由定理1 知道: 一个素域或是与有理数域同构，或是与 B/(P) 
同构.因此定理1的另一形式是 

定理2 令万是一个域. 若万的 特征差《=>，那么丑包含一个 
与有理数域同构的素域;若忍的特征是素数 P ，那么丑包含^个与 

同构的素域. 

由定理2，一个任意域都是一个素域的 扩域； 因此，如*我 n 
能够决定素域的所有扩域，我 n 就掌捏了所有的域.但事实±研 
究素域的扩域并不比研究一个任愈域的扩域来得容易. a 此我 n 
研究域的普通方 法是： 设法决定一个任意域 F 的所有扩 

现在我们极粗略地描述一下一个扩域的结构. 

令丑是域 p 的一个扩域.我 m 从万里取出一个子集忍来.我 
们用表示含 F 和 s 的五的最小子域,把它叫做添加集合办乎 
F 所得的扩域. 

J 1 (奶 的存在容易看出.因为，龙的确有含 F 和及的 子域，调如 
招 本身 •一切 这样的子域的交集显然是含 F 和汉的龙的豪小子难 . 



更具体地说， F (汉)含茗的1可以写成 

•% ^ 


⑴ 


…， a n ) 


/^( cri ， 


aj 



砷式的元， 这笔 ，而 / i 和 

f s (幸 o ) 是 f 上的这些 a 的多项式.这是 因为： F0S0 既然是含有 P 

難存的一个域，它必然含有一切可以写成形式 （1) 的元；另一方面， 

■ 

一饬 可以写成形式 （1) 的元已经作成-个含有 F 和占的域. 


适当选择及我们可以使起 = F 0 S 0. 例如，取汉=乳就可以 
作 a 这一点 4 实际上，为了作到这一点，常常只须取芯的一个真子 

集丨 


现在假定那么按照上面的分析，是一切添加 S 
的有限子集干 P 所得子域的并集.这样，求五就归结为求添加有 
限集于 F 所得的子域以及求这些子域的并集. 

若 s 是一个有限集 : s 二 心 ■■*,<}, 那么我们也把 F 、 S 、 

记作 


F ( a ir a it ■**, a „) 

叫儀添加元素 〜《 2 ，…， A Tf 1 所得的子域. 

为了便于讨论添加有限个元素所得的子域，我们证明下述的 
一艇定理， 

走 a 3 令茗是域尸的一个扩域，而札和^^是忑的两个子 
集.那么 

^ i ) C ^ a ) - FiS . US ,) 

证明是一个包含 &和 ※：的无的子域，而 

是包含 J 7 和 AU 私的丑的最小于域.因此 


(2) FiSM ^^ FiS . US ^ y 

另一方面，饩 AU 私)是一个包含仏 V A 和私，因而是一个&含 
，(氣 >和典的雾的子域，但 POS ^ KA ) 是包含朽和私的五 
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的最小子域，因此 

F ( S ^( S l ')= F ( S l [ jSi ') 证完 

根据定理 3 ,我们可以把添加一个有限集归结为陆续添加单个 
的元素，例如 

F(a lt … ， a n ) = 尸 （ a t )(a 2 ) … OJ 

定义添加一个元素</子域尸所得的扩域叫做域 F 的 

一个单扩域(扩张)， 

单扩域是最 简单的 扩域.我们在下一节将先讨 论这种 扩域的 
结构. 


(3) 

由 （2) 和（3)，得 
同样可以得到 


习 睡 

证明： 的一切添加 S 的打限 T 集予 F 所得的子域的并集是一个域. 

§2. 单扩域 

假定五是域尸的扩域，而《是五的一个元. ' 

要讨论单扩域的结构，我们把元分成两类. 

定义 a 叫做域 f 上的一个代 数元, i 如存在^的不都等千 
零的元 a D , 〜， …，(^，使得 

: hap + … "\- a H a * = 0 

假如这样的 a fl ， a ,， …，久不存在，《就叫做 f 上的一个典越无.若 
tf 是 P 上的一个代败元，尸(《)躭叫做 F 的一个单代鐮扩 Ifc 若开 

是 P 上的一个趙越元， /(«) 躭叫做 P 的一个榦矿城，、 3 
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单扩域的结构遒过以下定 理可以 拿撞. 

走 


_ 1 若是 P 上的一个起越元，那么 

的商域 

这里是 f 上的一个朱定元^的多项式环. 

若 a 是 尸上的 一个代数元，那么 

F(a)^FM/(pM) 

这里 P ( x ) 是的一个唯一确定的、最商系数为1的不可约多项 
式，并且 p («>=0. 

证明 FU ) 包含 p t 的 a 的多项忒环 , 


尸 [ ff ] 切 XXaS a ^ F ) 


我们知道， 




21 k 


是 F 上的未定元$的多项式环 F [； r ] 到打《]的同态满射.现在我 
们分两个情形来看. 

情形 1. a 是 f 上的超越元.这时以上映射是同构 映射： 




由定理4, 


叽 《] 的商域的商域 


由1,10,定理3,我们可以知道， 


( 1 ) 


■^[ a ] 的商域 





另一方面，的商域包含 F 也包含 a ， ㈥ 此，由 JT ( a ) 的定义 


⑵ 

由 （1) 和 (2) 得 


趴的商域 


的商域 


囡而 


h 




Fv^j 


形2 


[刈的商域 
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这里 %■是 h 述同的梭.由 IV ，4,定理3和定理1，巧 >] 是 


个主理想环，所以 


巩二 （ p (^)) 


的‘个上理想的两个生成元能够互相整除，因而它们只能差 
一个单位因子，而 f [>] 的单位就是尸的非零元.所以令 pOr ) 的最 


髙系数是 1, KW 就是唯一确定的.由沉 




= 0;由此 


得 〆 4不是^的非零元+但 a 足 ，上的 代数元，所以也不是 

■ « — 

零多项式+因此， i > U ) 的次数 

我们说，: po ) 是 nw 的一个不可约多项式.不然的话，将有 


从而得 


pM = ffUMO ), !?0) 和 A (£ P ) 的次数<批3?)的次数 

p(cc) g(a)h(cO 二 0 


但 3 ( a ) 和 Kco 都是域 n < o 的元，而域没有零因子，所以由上式 


可以得到 


( a ) = 0 或 ft ( cr ) — 0 


这就是说，或 AOr ) 现，即 



j 30 r )| f /(: r ) 或 pM \ h { x ) 



这是一个矛盾.-~- 

这样， PU ) 是一个不可约多项式，因而 ( pOO ) 是卩1>]的一个 
最大理想，而 ild /( fi 0*0) 是一个域.这样， ■?[«] 是一个域 .但 
F [ a ^ 包含 P 也包含 并且打 a ] C =，(《)， 所以 


F(a)^Flal^Flxy(pM) 


证完 


以上定理把单扩域归结到我们已经知道的域.当《是域，上 
代数元的时候/我 n 还可以把描述得更清楚一点. 


定 



那么朽《)的 

• m 


今 a 是域，上的一个代数元，并辽 

以唯一地表 i 





ft —1 

;=o 

的形式，这里 》 是〆 W 两次数把这样的两个多项式 f (a ) 和 
众 O) 相加，只需把相当的系数相加； f(CT) 与 ff(a ) 的乘积等于 
Ha ), 这里 kwji 余 g, 1 
1 证明 k 由于扒《)=孔《〕，所以 FU) 的一个任意元芦可以写 

成 

p ^ k ( a )^^2 b i hx i y ( b ^ F ) - 

4 

的形式.但 

hix)=q(x)pix) -\-r(x} 

其中 

n - 1 

r ( x ) 二 （a/,) _ 

x 

因而*由于 v 

n -a 

j8 —A(a) —r(or) = - 

i =0 

n 

这种表示法是唯一的，因为 :假如 ^ 

^ = ri(cr)=^r 2 (a) J n<>> 和 r 2 0) 的次数 

那么 

rx(a)- r 2 {a)=k(a)=0 

p(j?) \k{iv) 

的次数得 

A:(^) = 0, Ti ( x ^) = r^(^) 

i 由以上证明可以看出 ，定 理的后一部分成立.证完. 

我们已经看到，多顼式 i?0) 对于一个单代数扩域的重要性. 
滅治量然是理想 K 里的一个次数最低的多项式. 
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定义中满足条件; p ( a ) = 0 的次数最低的多项式 

刃化 ） i + "* + a D 

叫做元 a 的在 P 上的极小多项式. 《 叫做《的在 P 上的次数. 

以上的讨论是在域 F 有扩域 E 的前提下进行的.现在我们 
问，若是只给了一个域尺是不是有 P 的单扩域存在？ 

存在 P 的单超越扩域容易看出.我们知道， F 上的一个朱定 
元$的多项式环 F [>] 和 FU ] 的商域都是存在的. PU ] 的商域显 
然是包含 F 和 Z 的最小域，而按哪未定弃勘忠 |，丨 是尸 —个 
超越元..因此^化]的商域就是尸的一个单起越扩域.由定理1; 

定理3 对千任一给定域^以及尸上一 元多项 fo ] 的 
给定不可约多~—一 


p ( x ) 


-> 


十 


]- 


0 


总存在 f 的单代数扩域上的极小多项式是 









广 证明有了 F 和 KW ， 我们可以作剩余类环 

■ 

K r ^ Flxy ipi ^ r ) 


因为 KW 是不可约多项式，所以 ( pU )) 是一个最大理想1因而 

:% 

我们知道，有到五’的同态满射 

/⑻一职 

这里?^7是所在的剩余类.由于 FCZFLx ^ 在这个同态满射 
之下, F 有一个象扑且 P 与 F 同态.伹对于尸的元 a 和& 


夹说， ’ 

a 幸 6^=^ g @) 十 a — b，a —— 6#=0=^ a ^6 

所以£#罗同构. 3 ^"由于疋和互没有共同元，根捃里, 5 ,定理 

■_■ ||_|国丄 ■■ ■ < 
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4； 我们可以把['的子集I 5 用尸来掉换，而得到一个域五，使得 

K ~ K \ FCK 

现在我 fll 看 Fb] 的元 r 在 f 里的象忒由于 

pM ^x n + a n ^x n ~ l -\ - hOo = 0 (K«)) 

所以在■^里 

^- 1 + --+ a 0 =：O 

因此，假如我们把 S 在 K 里的逆象叫做《，我们就有 

这样，#包食我们证明， 〆 W 就是《在正 
上的极小多项式.令是 a 在 F 上的极小多项式.那么 
中一切满足条件 f(a> = 0 的多项式 fu) 显然作成一个理想，而这 

个理想就是主理想(奶 U)K 参看17,4,定理1的证明）.因此 POP) 

能被整除 * 但 poo 不可约，所以一定有 

‘ p { x ) - a^F 

但 PO) 和 PiOO 的最高系数都是 ] ,所以《 = 1，而 

pC-c) =FiC^> > 

因此我们可以在域瓦中作单扩域厂 (a), 而正(《)能满 足定理 
的要求. 

实麻上, F(«)=^ 这一点我们留给读者去证明.证完， 
给了域 f 和的一个最髙系数为1的不可約多项式 pU)， 
礤徒存 在若干个单代数扩域，都满足定理3的要求，但我们有 

SB 4 命。 是域■代数扩碑^ 并且« 
和芦在>上有相^的极小多项式那么八《)和 f (灼同构. 

■ 

P 

f 十《*的形式，而的元都可以写成 f a t .p 的形式，这里 

1喊 1-0 



—^2^ 卢‘ 

I=rt % 

显然是与饩於）_的同构映射.证完. 

总起來，我们有 

走理& 在同构的意义卜\存在而乱仅存在域 f 的一 个单 r 
域 PO ), 共中 a 的极小多项式是 PDr ：] 的给定的，最高系数为1的 
不可约多项式. 


习 





^ > 


个 


^Cf- 


代舞元，# 


1- >五是域 F 的一个扩域，而证明， a 是 FJ ； j ^ r — 个 fiq 歎元，# 

> 一 Cx 、 C、I 1 / 、卜 

2. 是有炖复数；和在 F 上的极小多项式备是 什么? 


F ⑴与 F (智 


是否同构? 


— 1 


^ 1 ^ ^ 



V / 


3- 详细证明.定刑3中 a 仵域 F 上的极 | 多项#是 pO ). 

4- 证明，定理3中的_^一 


4 





3. 代数扩域 


上一节的结果告诉我们，把域 r 上一个 M 越元或一个代数元 

添加千 F 所得到的单扩域的结 构完全 不同. 

我们有以下事实：埤五是夏的 一 个扩域 ，并且芯含有尸上的 t 

^越元.那么总存在五 的一+ 

一 — FC.TCZB 

使得 yj ： 由退般 iLLp yg 越元 f 尸而得到的， jg 芯只含 ^ 上的代 

—数元 ■- - 一 

这一事 实的证_ 已超出 本书的 范围.这个事实告 诉我们，一 
个扩域可以分成两部分 :一个 起越的 、一 个代数的部分 ，讒 们以下 
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栴不苒讨论超越的 r* 域，而只对代数的扩域作一些进一步的研究. 


定义若 域尸的 一个扩域卢拽¥二个 互鄭悬 .互上 j 的二个 fSffc 


&趣各五 y 歡互的 ，个扩张) . 

我们首先提出以下问 题： 假定 A 二 POS) 是添加集合 S 于域 F 


所得的扩域，并且 s 的元都是 p 上的代数元，那么五的元是否都是 


f 上的代 数元？ 

为了解答这个问题，我们需要扩域的次数这一个槪念. 

假定艽是域尸的一个扩域.那么对于五的加法和 Fx 五到£ 
的乘法来说,五 作成尸 上的一个向量空间.作为尸上的向量空间， 
芯或者有-个维数™#是正整数;或奔是一个无限维空间， 

定义若是域尸的-‘个扩域茗作为尸上的向量空间有维数《， 
那么《叫做扩域丑在 p 上的次数， e 做（月:这时丑叫做域 P 
的一个有限扩域；否 则五叫 做域尸的一个无限扩域. 

关于扩域的次数我们有重耍的 

走理1 令^是域/的有限扩域，而五是 j 的有限扩域，那么 
也是尸的有限扩域，并且 

^ (芯: F ) = (^:0(/: F ) 

/ II 明设 Uf ) = r ， CE：n : 1 ,而％ W …， a T 是向量空间 1 

在壤沪上的一个基，札，…，汄是向量空间亙在戚）上的一个 
基.看五的元 

d =1? 2 ? …， r; j = l f 2, m -, s) 

我们只须证明，这^个元是向曁空间芯在域 F 上的一个基.设 






■ 


那么 


由子 A 对于 J 






0 ， Sde/ 


卞 


线性无关，我 


• 1«1 



: 0 (j = i ，2,…，谷） 

p 

V 

但 q 对于 r 来说线性无关， ㈨ 而 

«ij = 0 a = l,2, ■'■, r；j l,2 t …， s) 

这就是说，以 b 的 m 个丑的元对 于厂来 说线性无关.现在 
假定如是五的一个任盘元.闶为^是 J 上的五的一个基， 

^ DA (〜⑺ 


又由于1是，上的 J 的一个基， 

设严 <h6F) 

I 

% 

这祥，我们有 

■ ■ 

» ji 

这躭证明了/，义是向量空间龙在域尸上的一个基.通完, 
定理1的一个直接结果是 


推论1 -令 F ， 巧，…是域滾限扩 
域.那么以下等式 成立： ^ 



f 在我们证明下述几个定理来解答前面提出的问睡 . ^ 

定通 2 令五= 卜里杷数 maL 邋盌 J & 


证明令《在，上的极小多项式的次数是 《. 由 V , 2,定通2, 
及二 FU ) 的每一个元都可以唯一地表成 


£1()+(^ + 


* V f 




( a ^ F ) 


的 形式. 这就是 i ^^ TT ^ r^JlSjUL 向量 空间五的一个 

■ J 1 4 t „ ■■■■■ - 


-甚，因此五是尸的一个 A 次有限扩域_ 令# 是忍 


么1，々，俨 

中 

■ - 



元对于萝来说 


I I 

«n 个元 bo , b i7 _■•,&„， 




m 


T 


m 芦 + … 

这就是说，$的任意元都是 p 上的代数元，而 e 是 p 的代数扩域. 
证完. 

由定理 2 的证明可以得到以下两个重要事实. ' 

推论2 的一个单代数扩域，而《龟#上的极 

小多雙 式的次 数是队 sXha ) 是 > 一个护域. 

域尸的有 限扩磕 一定是 P 的代数扩域. 


m 


令丑二❿心，〜，…， d ， 其中每一个&都是 域/上 


的 fib 数元 . mS 



我们 




g 限而是尸的代数扩域, 


由定理2,当 


的时候，定理成立. 


\ 


假定，当我们只添加*一1 
?也就是说，假定 Ct 2 


个元 


I 


于^时，定理 


)是$的有限扩域 




現在来看尸(〜，％ 


,) 的情形，我们知道， 


a 2f …， or t ) 二八〜 


, a^iXorJ 


由 I 


心是尸上的代数元，所以它也足尸 (A， 


f - ( ) 上的代数 X. 


…， a*) 是 F ( a u 



lr 


* •« * 


a ) 是玉 Xa ， 


的单代数扩域，而 由推抡 2, 
的有限扩域. 


I FdF ( a lt a 2r 

据定理 l/OhOTs， …， 
P 的代数扩域.证完. 


.， a^ { )CZF(a u or 3j — 5 aJ 

,)是^的有限扩域，于是由推论3,它 


论4 4 域罗上 的两土 ft 数孟的租^- 

■ | ■■一 - - - 




) 仍是頁上的代数元, 


令 £=_F(S)， 这里集合沒只含域 f 上的代数元.那 


么 P 是^的代 



令芦是龙的任意元 t 根揭 H(l) 式; 


f 


M 




玲 — 厂 ，_ …， 

f 2 ( U 2, …， a n ) 

这里〜，…， i 是及中 有限个元紊，而 A 和 f 2 ( 妾 o ) 是 p 上这 

些 a 的多项式.这样 ■■ + ,〜)， 于是由定理3, 0是 J ? 

_«_ »_. ■ ~ 


上的代数元.证完, 



1. 令五是域 F 的一个代数扩域，而 a 是 E 上的一个代数元.证明， a 是 
F 上的一个代数元. 

2. 令 〆 ， f 和五是 三个域假定 p - J ^ f CfV ^ ^ 

(1 ： F) 

而 K 的元 a 在 F I :的次致是〜$且 (》 C ») ❺ V 证釦， a 在 J： 上的次数也 
是 》■ ' _ 

3. 令域尸的特征不是 2 , K 迠 F 的扩域，井 R . 

( E ： F)^i 

证明：存在一个满圯条件的 〆 的二次扩域 /的充 分与必要条件 
是：而 a 在 F 上的极小多项式是 


3： [ +( tx ' 2 + h 

4. 令 E 是域厂的一个有限 扩域. 那么总存在 E 的有限个元化，…, 
使 


E ^ F ( a u a 2j a m ) 

5. 令 F 是有理数域.看添加茇数于 F 所得扩域: 


证明: 


i \ = F (2\ 2^0 


E 2 =/ 广（ 2' <y 


]+V 3 


2 




( A : F (2 士 ））=2, ( E i ：^)=6 

< E 2 : f \2^))^4, { F ,,:10^1 Z 
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§4. 多项式的分裂域 


我们都知道，所谓代数基本定理是什么.这个定理告诉我们， 
复数域 C 上一元多项式环 C 1>] 的每一个》次多项式在 C 里有71 
个根，换一句话说，的每一个多项式在 C ? Dr ] 里都能分解为一 
次因子的乘积. 

若是一个域五上的一元多项式环的毎一个多项式在 
灰! >] 里都能分解为一次因子的乘积，那么五显然不 再有 真 7 K 的代 


数扩域 q 这样的一个域叫做代数闭域. 

有以下事实 ： $于每一个 域卩都 存在尸的代数扩域轧 
而五是代数闭^ ^ . 

^ 明也已超出本书的范围.但分裂域的理论可以 


在一定意义下弥补这一个缺陷, 


走义域 及的一 个扩域五叫做/[幻的 j 次多项式 fO ) 在 

■ _T ■ 二 …“ ■ 一 …… 


F 


上的一个分期域(或根域上 


rr ) 在^ >] 里（有时简称 在茗里 )/ 0 ) 可以 1 分解为一次因子的 





■O — aOO — a a ) … U — aj (^,££7) 



Cii ) 在一个 小于五 故生固域二五)里， / GO 不能这样地 

■ ■■ 一 - —— J ■ ■ ■■圓 ■ ■ ■ ■ h ■» ■ I _ _i I — 


分 


按这个定义， 苫是一个使 得 fO ) 能够分解为一次 因子的 尸的 
最小扩域，我们先个多项裂域应该有什么 


定 91 


⑴ 


令赵逝呑叫的^^域： 

arXCr— … Or—crJ (or^) 



^ Fia ^ a ； 




我们有 


h - 


• 165 • 



PK 


( a a 2 ，… 〆 a ) czi ? 

并 a 在尸(〜 々， …， \)中， /( 平)巳经能够分解成⑴的形 k . 因 


此根据多项式的分裂域的定义, 


E = F ^ [ , a 2y 


证完 


根据这个定理，如果有/上的多项式的分裂域忍存在, 


那么五刚好是 



域.因此我们也把 


多^现在我们证明多项式的分裂域的 


存在. 

定理 2 ^ T ^ j T h - TC ^ 
fM , 一 定存在 fM 在 P 上的分 


项式环 


以的一个《次多项式 


证 


M 里 


/ O ) =M 方）! 7 iW 


这里 /!<>) 是最髙系数为1的不可约多项式，那么存在一个域 

—----- ■— 

而 A 在}1 上的 

在軋里 f(orii = 0, 所因此在禺里 


这里/ 2 0)是軋1> 


1 里最商系做为 i 的丕可约多项式.这样，存在 


个域 


E 2 = K l (_ a 2 ') - F ( a ^( a 2 ) ^ F ( a lt a 2 ^) 


而 a 2 在戽上的极 小多项式是尺 O ). 

在 AUd 里 

/<>) 二 O—〜）<> — 〜 )/ 3 0) 心 0> 

f 3 0 r ) 是 AS 1>] 的最高系数为1的不可约多顼式.这样我们又 Kf 以 


利用 AU ) 来得到域五 




? 1 (> 1 ，《 2 ，£1 3 )，使得在風[^?]里 


fM^{x — a^ijc — a^)(x — a^f 4 {^g 4 ixy 




这样一歩一步地我们可以得到域 




\ 








使得在 万 [>〕 里 

—0^)(^: — a 2 ) … ( jt — 证完 
域卩上 j 多项基当然可 能有不 同的在 
但是这些 S 裂域都同构.要证明这一点，我们需要两个 
引理 同构的域那么多项式环 
Xu : 也同构 — 

T 是厶与亙间的同构映射.我们规定一个 

到 Z [>] 的映射 

♦I Sa ? — 

♦ 显然是 i [>] 与 Z [>] 间的一 一映射.我们看 i [< l 的两个元 fo ) 


和 


f 〔怎 〜 

办） 


>211 氐 〆 =7 o ) 

汰) 


那么 


S 卜 w 


> 


S 


i 


w = 2(氐 ;+&)〆 







S(S 吨 y — S ( S^；K = S (2 砘)？ 


I 十 J=* 


*十/ 


所以 4 是同构硖射.证完. 




在上述同构映射4之下， i [>] 的一个不可约多项式的象显然 

是 £ d * o 的一个不可约多项式. * 

引通2 - 令 x 与 Z 是同构的域， ； KW 是 L |>] 的二个最布系麩 

的不 对应的 £ l >] 的不可约多项 

^又 假定厶 U ) 与 碑足灸 

^(«)-0. 那么存在 i ( cf > 与间的一个同构映射 f 并且这 

■ _ ■ 



个同构映射能够保持原来的 i 与 2 间的同构映射. 



明 假定 PO ) 的次数是 n , 那么^ >) 的次数也是这 


样，若是与 f 



同 么 


必: 




-> 




U 


0 


是一个1(幻与间的一一映射.看厶(0)的两个元 


-1 


i -0 


i > 


由于 


I 


1 


1 






^(^Tb7)a 




<=•0 


i^Q 


有 


Ka ) 十 ff u)—^7(r>+ 豆 (5) 


我们知道， fU > ff ( a ) = K 〃）， 这里 


fW ? ㈤ 二 gO ) pO ) + r (疋） 


由引理 1 得 


7( 方)豆 O ) =qMpM + rM 

/Ca)ff(a)-r(5) 


因此 


/( a ) ffC ^)^ r ( a ) 


r{d}^JCd)g(d) 


这样，必是 Ma ) 与间的同构映射， 

至于 ^ 能够保持原来 i 与 z 间的同构映射，显 然. 证完 
现在我们证明一个多项式的分裂域的唯一性. 

我们证明更-‘般的下述 
定理 3令尸与戶是同构的域， #0] 的 K «) 与刊 >] 的 7 (^L 

I ,, ■ M ~ i-l — 

是在引理1的 ，汝 名遙丸 ■定 

E ^ FCa ^ a ,, …， aJ 是 ffar ) 在 J 卜的 一个分 毅嫌 ， 

瓜， 在#上的一个分遵嫌， 
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郞么在 Jg 与 f 间存在一个同构映射 1 4能够保持 P 与多间的同$ 
映 換 T 之下, ’ 

^— 一" ■ ^ — ■ --— ™ — _ .. —广 ■ ■ -- —. 

、V Gi< — 

证明4 们已 经^道：见假定对，我们能够分别 
掉换 A 和 A 的次序，使得 

L 二疋（〜，〜， …， 戶(仏，/^， …， 

这个同构映射保持 f 与戶间的冏构映射，许 a 在这个同构映射之 
下， 

Oi < — (S = ]，2, … ，幻 

设在厶 M 里 

/ U ) (^― « i )( ar - a 2 ) … ( x - a ^ ptix ^ g ^ x ) 

这里糾00是 q >] 的一个最高系数为1的不可约多项式.由引理 
1,在 ZO ] 里 

7 o ) = o — 芦!）(0? — &) … u —沒 d 
而 &0 r ) 是 ！；[>] 的一个最髙系数为1的不可约多项式， 

在正 (《1， CT 2, …，《」和泠 I ， 〆 £，…，於 J 里，因子 

Pjfe ( Z ) tU ) 和 AO ) 泛 tO ) 

进一步分别分解为 U —«* +1 )..* U — aJ 和 ( JF — 歹 fc + ! )-.，0 r — 卢 h >. 
分别掉换〜 +1 ，…， A 和 fi t + v , …，札的次序 t 不妨假定 

Pi<«i + i ) = 0, ^ t (^ jt + i ) = 0 

于是由引理2， 

[( a t + i ) ct^i *** » cr ^+ 1) 三 7( 沒1,芦 u ... ，戸 == 

这个阔构映射保持 P 与 f 间的同构映射，并且在这个同构映射下 

(i = l ，2, … + 证完 

我们知道，一个《次多项式在一个域里最多有《个根（ IV ，6, 

| 

推论 i ) t 分裂域的存在定理告泝我们，域 f 上多项 式 / o ) 在 p 的 

某一个扩域里一定有* 个根， 分裂域的唯一存在定理告诉我们， 

■ 
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用不同方法找到的的两组根，抽象地来看，没有什么区别. 
这样，给了任佝一个域 f 和尸上一个》次多项式我们总可 
以谈论 fO ) 的《个根.因此，_域 一定意义:^ jjt.. 
替 所谓代数基本定理. 一 

在域 F 上一个多项式 /Or) 的分裂域里，并不是只有八㈠可以 
分解成一次因子的乘积.我们 有以下 重要的 

定 a 4 令忍是多项式在域 f 上的分裂域，而芦是瓦的 
一个任意元.那么声在^上的极小多项式在五里分解为一次因子 
的乘积. 

诎明令 foo 在域 p 上的分裂域是 

E ^ F (_ a u a ^ -•*, a n ) 

假定沒在^上的根小多项式 gM 不能在 A [幻里分解为一次因子 
的乘积.那么在里 

= U -沒) 〆 疋)仏0) 

而是却>]中最高系数为1的不可约多项式，且 gM 的次数 
M 大于 1. 作黾扩域 


A (疗 f ) =F{a ]t G£ 2 , 

使得 〆 片 ）=0. 我 n 看一看由于 

■ 

g ( p r ) (片- 芦 )〆 f )?】 （片〉 二0 

根据12,定理必有 


因而由引理1，有 




而且仵这个同构映射之 f 


/( 冗 —^/( 沈） 

这样，由定理3, : f 0 r > 在 f 上的分裂域与 / Of ) 在上的分 
裂域同构.但 K #， 〜，"•，〜>* fM 在 n ^) 上的一个分裂繡 


170 







而 sna '， …， 是 f(w 在 f (幻上的一个分裂域.因此 

F ( 疗， cx'i ， … ， ajgj 1 ( 卢， 1 ， … ， a B ) 

(F (片， q ，…， tfn ) : O 

但 是我们显然有 

( F (^， ai ，〜，< r - F ) = < M 你 E ) ( E : F )^ m ( A ': F ') 

0( F (/^ a l ^-, aJ : F ) = (£：: F ) 

由千这足一个矛盾.证家. 


在下两节中我们要用到分裂域的理论来讨论两种特殊类型的 


域* 


习 


m 


i- 证明，有理数域 f 】+ 彡项式 f+i 的#裂域是一个单扩域歹 (a)， 其 
中是 f +1的一 t 根. 

■ 

2. 令？ 1 是有理数域， W — a 是實上…个1 不可约多项式 T 而《是¥ — 0 的 
^个根.证明， F < a ) 不是 a 在 F 上的 分袈^ F 二' … ‘ 

3 - 令扒（办扒0)， …，％ d) 是域 F 上 m 个最髙系数为 t 的不可约多项 
式.证明，存在^的一个東限…，〜)，其中 q 在 F 上的极小 
邊项式是队(的： 

4- 令 P 是一个特征为柰数 p 的域/是 P 的一个单扩域，而 a 是 
Pl>] 的多项式於 一a 的一个根. ： P<a) 是不是 W —a 在 P 上的分裂域： 


§5. 有限域 


我们要讨论的第一种特殊类型的域是有限域+有限域在实验 
设计和编妈理论中都有应用 * 


定义 




个只含有限个元素的域叫做一个有限域. 


例如，特征是|>的奉就是一个有限域. 
先看一看，一^有限城>应该有什 i 、 性质. 




个有限域龙有夕■个元素，这里而 


n 
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是万在它的素域 A 上的次数. I 

证明芯的特征一定是一个素数不然的话,及所含的素域1 
已经有无限多个元，而五不可能是一个有限域. ■: 

把万所含的素域 m 作& 因为 ，^含限个@以它一定 : 
是 △ 的一个 畜風 这样，五的每一个元可以唯一 
地写成 

tiiof] " • 十 a rt a n 

的形式，这里》/△，而七，〜，…， A 是向量空间方在 A 上的一个 
基.山于 AK 有/>个艽，所以对于每一个〜有 J ? 种选择法，因而 
丑一共有 〆 个元 * 证^^ 

P 

定理2令有限域及的特征是素数 R 万所含素域是 △, 而五 

有5=矿个元.那么 £是名项1 . 

x q — x ^ 

在 A 上的分裂域. 任何两个这样的域都同构. 

证明 E 的不等千零的元对于乘法来说，作成一个群.这个 
群的阶是 g -1，单位元是 1. 所以％ 

a 5 — 1 1 ， a&E ，a 古 0 

由千 M = 0, 所以有 



, £= A(a I , ar 2 , … ， a fl ) 

这样，五是多项式/一$在 A 上的分裂域. 


但特征为$的素域都同构，而多项式 #_ ar 在闻构典域上 ft 


分契擦#屛构，何有，个元素的有限域都同构，嫌 
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现在我们证明有限域的存在. 


定理3 令厶是 特征为多的素威，而 g 二 〆 那么多 

■ 

項式 W —: p 在 A 上的分裂域五是-个有 g 个元的有限域. 

证明 or 2 ，…， aj ， 这里〜是/<疋） a ; 在域五 

里的根.由于五的特征是凡 



所以与 f ( W 互素.这样，由 iv ， e , 推论 2， f (^ 的 g 个根都 

m 

不相同 厂' 

我们断言， fU ) 的这 g 个根作成丑的一个这是因为， 
由 DM , 


这就是说，^ 



--- ■op . - -- - 

S3 ㈣ 0 > 



的根而属齒/而私 


是五的一个至琢— 

—- -- "* 

但私含△，>含一切 A ， 所以玢就是多项式炉一: T 在 A 上的 

分裂域.这样、 私: 而五怡:释有 g 个元.证完 ■ 

以上证明了素数 p 和正整数〜有而且(柚象地来看）只 

I 

有一个恰好含圹个元的有限域存在. 

我们知道，单扩域是比较容易掌握的一种扩域，现在我们要 


进一步证明，一个有限域一定是它所含素域的一个单扩域-我们 
先钲明. 


I 




引霣令0是一个有限交换群，而 w 是的元的阶中最大的 

个.那么 m 能被<9的每一元的阶整除. 

容易看出：若 a 和6 是没 的两个元, a 的阶是^6的阶 




④ KUi ) = i ， 那么砂的阶是1山<#看1, 9 ,习驪 a > 
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假定 G 的元 c 的阶 W 不能整 除《^ 那么有素数 i > 存在，使 

〆 叫， ( jp ^» ii ) = l 

- V : 广， 

n — 

#• 

令愤是元 rf 的阶*子是/ 一 

0 = ^)的阶是叫 
6 = c '的阶是妒 

T 是裉据前面的结论， 

ab 的阶是 〆 讯 i>m 

这与 m 是 g 的元的阶中最大的一个的假设矛盾.证完. 

定理 4 一个 有限樓 万是它的素域 △ 的一个单扩域、 

证明设忍含有 g 个元.五的非岑元对于乘^来说作成 
.一个交换群 G ， 它的阶是 g - 1. 令 m 是 G 的元的阶中最大的一个, 
那么由引理 


■ar = i 対于任意 Ae ? 

这就是说，多项式罕少有 3 — 1 个不同 的根. 因此由 IV ，6, 

概， ； 

m^Q — l 

但由 K ,9, 定理3, 


m^q — l 


由以上两个式子得 m 二 g — 1. 这就是说， G 有一个元《，它的阶是 
5 — 因而 G 是一个循 环群： G=(a). 

这样，五足添加《 r A 所得单 扩域： _ 

B = Ma ) 






习 


h 令 F 是一个含 p •个元的有睬隳，逋费，对无七的毎一个__^^ 
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k 


J 存在并存在妒的一个有圹个元的 子 域石.〜. 

2 . —个有限域一定#比它大的代数扩域 ，V 

3 -令 P 是一个有限域， △ 是它所含素域，且 F = a 是否必须适 F 

的作零元所作成的乘群的一个生 成元？ 

4，令 A 是 特征为2 的素域.找出 A [ d 的一切三次不可约多项式， 


§ 6 ?可离扩域 


我们要讨论的第二种特殊类型的域是可离扩 

目的是要证明，1 有限可离扩域都是单乾埃. T^l 

定义 合 的一个代^史址“ ^ 

个元.如 果 g 在 P 上抽极小名项皮沿有重梢1 那么«叫 



的主要 



的 


个 


元.龙果[的每一个元都是 尸上的 



E 


fit —个却 * 扩域;否则瓦叫做 p 的一个不可离扩域. 

r ■ 

为了对于可离扩域有一些初步的了解，我们先看一看，一个不 
可约多项式什么时候有重相. 


引9 


m 


令 fiM 是， [$] 的一个不可约多项式这里 f 是一个 

广 ___ _ _ _ ■ 






/ fe > 有 

的 4 


_ hi 


坚覃条 件是: f <^ y ^( x p ) ，这里 kw 是 pi >] 


式, 


. 证明有重根的充分与必要条件是： SM 与它的导数 
?1»在^[>]中有次数> ] 的公因子；由于/0*0不可约，这个条件 
只在尸 ( po 时才能被满足.令 


扉么 


+ 十…十 a # 十 ta & 

尸 <疋）(货一 1)%_ 1； ^一2 + …十… 


情形 1. P 的特征是〜 . 这时 


■W 


f f M 





A -! 


* * * zzz 


«1 




4 輯是说， fo ) 二 


0? 


与 foo 不坷约的假设矛盾.所以在这个情形 
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I 



下 fO) 不能有重稂. 

情形2, ^的特征是 P. 这时 

尸 ㈤ = 0= =^ h 3 l = 2疗2= **■ = wo * = 0 ' 

这就是说，只 要纟幸 0 (P)， 就必有 4 = 0. 因此 

/(^) =ao；c (p + ■■* 十十 a 0 

= a i ? ( jc p y +“.+0^(3^) 2 十^^ + % 

= ?UO 证完 

由这个引理立刻得 

定理1 特征是〜的域的任何代数扩域都是可离扩域. ' 

特征是 P 的域可以有不可离扩域. ^ 

引理2 今^是一个特钲为: p 的域.当而且只当1^的每一元 
1部是 F 的某-元6的 p 次幂 ： a = b ^ Wf t 丨的任何代数扩威都是 
离扩域. 

证明假定 F 的每一元 a 都可以写成 

a = b v ( bC ^) 

的形式.这时 P[>] 的一个多项式 

fo) =ai(W — V _1 + … +a】r p 十 a 0 

在里一定可约.因为令〜，就有 

.■- ■■国 ■■ ■■ ■■_■■■• 

fM = (W + …十 

中另成立 d ) 趨 宠爲」 于 #根据不可约 多项式 
都 i § L 有重极 崖都 离扩域」 、 

现在反过来假定， F 含有元《而 a 古看 ”>] 的多 

项式 

/0>= X ’一 a 

作在尸上的分裂域丑.在及中 / Or ) 有: P 个裉.令其中的一 ^ 

个为良那么>?，=«,因而由假设，芦不属于 F . 设芦在，上 的极唞 
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多项式是 & U )， 那么 但在五 Dr ] 中 

f CO = —a _ 二 V — p = Ov — fi)’ 

所以在别 >] 中 

kM = {x-/3r 

并且由于方不属于 F ， 这里的 w > l . 这样点在尸上的极小多项式 
有重极，因而五 就是尸 的一个不可离扩域，证完. 

满足引理2的条件的域是存在的.例如有限域. 

证明令#限域尸的 元： 


a ^ a % t -^ } a q 

考察 P 的元 af ，《 2 p , …， a ? 

由于当时， 

所以蚵，的， …， W 是$个不同的元，因而是尸的全輝元素.因此 F 
的每一元都是^的某个元的 P 次幂.证完. 


不满足引理2的条件的域 f 当然有不可离扩域，但这样的域 

、 j 

r 仍然可以有非平凡（即不属于 尸) 的可离元. 


.例考虑特征是3的素域 A 的单超越扩域 P = A ( H 元！显_ 
' _ 

t " 不是尸 的某一个元的 p 次幂，因此，有不可离护域.但尸1>]的 
项式妒一 I 显然在 笈里不 可约并且没有重根.因此$有非乎凡 

1 可离元， 

I :以下我们要证明，只要一个域尸有非平凡的可离元，尸就有真 
I .( 即大于厂的）可离扩域.桉廂可离扩域的定义，这一点并不是証 

I >«d 的. 

’ 引理 是一个特征为 i ? 助域^那么元 g 是 的可离 
^ I 專的充分与必考条 

证明假定《是萝上的一个可离元.这时，《 —定是 




■ 
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上的一个可离 元. a. 是 FO p >〔a；] 中多项式 f — V 的一个根.伟 

这个多项式在 p(« p ) 上的分裂域愚那么在五里 

x F - a ? = ( x - a) fi 

因此 a 在 PUO 上的极小多项式以在£里写成 

(jt - </ ) w (l^mKp) 

但 <r 是 PW ) 上的可离元，所以这样在及 （ V) 上的 
极小多项汊是 z — a . 这就是说，从而 

F ( a ')= F ( a p ) 

现在反过来假定, a 不是尸上的可离元.这时，由引理 l，a 在 
F 上的极小多项父是 

f (^) = g { x p ) 

由于 /($) 在尸里不可约，所以 gM 在 F 里肚不可约.但 v 是多 
项式 〆 W 的根，所以 M 在 P 上的极小多项式就是由于 

/(尤）和 〆 w 的次数不同，所以证完， 

引理4 令五造域的单 扩域 ： E = F { p ') i 而夕是尸上 b — 
个可离若元 Of 是五上的一个4离元，那么《也 是尸上 的一个 
吋离元. 

证明 若 F 的特 征是〜 ，弓 | 理成立. 

假定 F 的特征是 p ， 

因为 a 是 妒 (扪上的可离元，所以由引理3 

师，。、二 F 0， a ” 

令卢在 F { a ) 上的极小多项式是 

ffO ) 二 ^ + -1-6^ + 6 0 

b t ^^ a tJ a } (ai 坪) 

j - — ， 

■ 

那么，因为 
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是的一个多项式.但 (？ W)) P = 0, 所以芦在 F ( orO 上的 
极小多项式整除因此有 

^aWaOjCgrO)) 1 * 

但芦是 F 上的一个可离元，因而也是#(V)上的一个可离元，所以 

I 

必然有 i/U) 二 KW . 这就是说 

(F(a f fi) ： F( a ^ = (na ? 7 0) ： nan) 

亦即 { F { a f 0)： r ( ay )^ ma f 尽）: JW)) 

干是，由千 

F(a p )C=^(cr)C=J , (rt,^) 

我们有 FW^FCan ， 

这样，由引理 3 , «是^上的一个$离元.证完， 

应用引理4,很容易得到 

定理3 若《与沒是域#上的可离元 * 那么 PU， …是 F 的 
一 个可离扩域. 

证明看趴的一个仟意元 V. 

V 是 PX ^ S ) 上的一个可离元，而点是^ t 的一个可离元，丙 
而也是 FU ) 上的一个可离元，十是由引理足以《)上的一个 
; 可离元.由千《是厂上的一个可离元，再一次应用引理 t 得 r 是 
妒1的-个可禽元.证完. 

推论若 a 和彡是域尸上的可离元，那么《±扎《芦和当 
P + o 时）也是 f 上的可离元. 

根据以上定理，给了一个域 A 除非 p 只有平凡的可离元，也 

作 It 是说，除非^上的每一个次数大于1的、不是 （?u p ) 形状的多项 

式都可约，資就总有可离 扩威. 这样，对最常遇到的特征为 °° 的域 

来说，稂 本没有 不可离扩域，而对特征为 p 的域来说，可离扩域出 

F 现的频率也要大得多.所以可离扩域是较重要的一种扩域. 

+ ^ 



現在我们证萌重要的/ 

定 a 4 域尸的-有限可离扩域五是尸的单扩域. - 

■ «w ■ 八 . I 

证明若 F 是一个有限域，那么五也是一个有限域.这时 

#• 

于有限域是它所含素域 A 的单扩域，有 

E = Ma )= F { a ) 

而定理成立. 

现在假定 P 有无限多个元素. 

五既是 F 的一个有限扩域，就有 

E=Fia' ， a 2 , …， aj 

要证明这样的一个可离扩域是单扩域，显然只需 证明： P 的一个可 
离扩域 F(>，y> —定是 JT 的单扩域. ; 

令芦在 F 上的极小多项式是 f Or), 7在尸上的极小多项式是 
ffOO , 作多项式在 i? 1 (沒， W 上的分裂域厶那么在 iii 

fU) = U -况 ）（ 叉 札）… U—&) ' 

gO) = 0-Vi)(a： — 朽）…（丈一 ' 

这里我们可以假定芦 =-&， y 二 Vp 

我们看 K 列的一组 方程： - :, 

(1) = rxy, G = l, 2,…， s; j = 3, .“，#) 」， 

由于 V 是 F 上的可离元，所以 fifO) 没有重根，而 

y^Vi (j = 2,3，.-、i) ' 

■ 

闪此 （1) 中每一个方程在尸电最多有一 个解. 但尸有无限多紀,_ 
以能在丨中找出-，个元 C=?^0 来，使 

利用这个 C， 我们令 

^ = ^1 - cvj --^/S-rcy 

我们断言， fdrhne ) .令 

A (龙）=/(汐 一a) 
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霈么 AG ) 和! 7( 〆 ) 都属于我们看一看在里这 
两个多项式的最大公因子是什么.先考察，在 Llxl 里它们的最大 
公因子是什么.在^>」里 

<?(«) - O - YjK 3 " — V 2) … O — ?‘） 

因此 AU ) 和 ？ (: r ) 在 L [ x -] 里的最大公因子只能是若干 U — V ,) 的 
乘积.但由 c 的取法 

A ( Vj ) =/(没一二: /( 沒 [ + CV 1 

=/( 卢 t > = 0, 若 j^l 

若 j 丰1 

■ 

所以在 MX ) 里， 和 〆 w 的最大公因子是 v . 但求两个多 
项式的最大公因子，可以用辗转相除法，而在 £{>] 里或 
里应用辗转相除法子 AU ) 和 |? U ) 所得结果是一样的.所以 hCv ) 

和？ (心在 F ( B ) 甩的最大公因子也是^一，这就是说， 

y ^ iS ), 因而卢二 -fl — 

因此 

FQ )= H / 3 ， V ) 证完 

■ 

I 

习 题 

1. 令域 F 的特征是扒 /( W 是 F 上…个小可约弟项式，并且 /&) 可以写 

成 F 上怛不能 S 成: ^ + 1 的多项式 （ Ol ). 证明, /( 的的毎一个根的重 
复度都是 

1设域 F 设有不可离扩域.证明， F 的仟：伏数扩域都没行不可离 f 
域. 

3 ,令域 F 的特征是 p 而 B = 仍 ，这5!^是 F 上 a 次4 离乂 而户足 

F 上龙次作可离元. ( E ： F)^y 

、^—— 

4 -找一个使/有个有限扩域芯而瓦不是 厂的单 r 域， 
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